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Kapitel 1

Einleitung

Wir wollen in dieser Arbeit das inverse Problem der Transportgleichung
untersuchen. Seitdem A. Schuster 1905 in [171] erstmals die lineare Strah-
lungstransportgleichung vorstellte, haben sich dieser aufgrund ihrer recht
allgemeinen Struktur eine Vielzahl von Anwendungsmoglichkeiten ertffnet.
Die beiden bekanntesten davon sind sicherlich zum einen die Beschreibung
des Strahlungstransportes in den &ufleren Schichten von Sternatmosphéren
(das sogenannte ,Radiative Transfer“, vgl. Chandrasekhar [46] oder Sobolev
[177]), zum anderen die Modellierung der Neutronenwanderung in Kernre-
aktoren (vgl. etwa Weinberg und Wigner [183] oder Bell und Glasstone [24]).
Mit der mathematischen und technischen Entwicklung tomographischer Me-
thoden hat die Transportgleichung spétestens in den siebziger und achtziger
Jahren auch in der Medizin eine grofiere Bedeutung erlangt. Die Ausbrei-
tung von Rontgenstrahlung in menschlichem Gewebe, wie sie heutzutage
standardméBig in der Computertomographie verwendet wird, stellt in ihrer
mathematischen Beschreibung einen Spezialfall dieser Transportgleichung
dar (vgl. etwa Barrett und Swindell [23], Herman [77] oder Natterer [128]).

Als ein Nachteil der Verwendung von Rontgenstrahlung in der medizini-
schen Diagnostik ist seit langem ihre ionisierende Wirkung auf korpereigene
Substanzen bekannt. Nicht zuletzt aus diesem Grunde werden nach wie vor
grofle Anstrengungen unternommen, harmlosere Alternativen zu der Ver-
wendung dieser energiereichen Strahlung bei der diagnostischen Untersu-
chung menschlichen Gewebes zu finden. Mittlerweile haben sich eine Reihe
physikalisch recht unterschiedlicher bildgebender Verfahren in der Medizin
etabliert, die trotz ihrer teilweise ganz spezifischen Anwendungsmoglichkei-
ten im medizinischen Alltag miteinander konkurrieren. Hervorzuheben sind



hier die Verfahren, deren Kiirzel CT (Computerized Tomography), SPECT
(Single Photon Emission Computerized Tomography), PET (Positron Emis-
sion Tomography) und NMR (Nuclear Magnetic Resonance Tomography)
wohl lingst fester Bestandteil des klinischen Wortschatzes geworden sind.
Zu nennen ist hier sicherlich auch die Ultraschall-Tomographie.

Seit nun etwa zehn Jahren wird - angeregt durch einen 1977 erschienenen
Artikel von F.F. Jobsis [86]- weltweit verstarkt an einem neuen Verfahren
gearbeitet, bei dem versucht wird, mit Hilfe von nahem Infrarotlicht (NIR =
Near Infra-Red Light) menschliches Gewebe zu durchleuchten, um aufgrund
der wieder austretenden Strahlung Riickschliisse auf die innere Beschaffen-
heit des durchleuchteten Korpers ziehen zu konnen (vgl. etwa [3], [54], [72],
[125]). Der groBie Vorteil der Verwendung dieser (im Wellenldngenbereich von
etwa 700 bis 1000 nm liegenden) NIR-Strahlung im Vergleich zu der energie-
reicheren Rontgenstrahlung ist ihre relative Harmlosigkeit. Die Energie die-
ser Strahlung ist zu gering, um in dem Mafle schédliche Ionisationsvorgénge
auslosen zu kdnnen, wie dies etwa bei Verwendung von Rontgenstrahlen der
Fall sein kann.

Dieser immense Vorteil aus medizinischer Sicht hat seinen Preis: An-
statt ihren Weg durch den Koérper auf geraden Linien zuriickzulegen, werden
diese energiearmen Strahlen hin- und hergestreut, und das in realistischen
Anwendungen mehrere hundert Mal, bevor sie schlieflich in einen Detek-
tor gelangen und registriert werden kénnen. Ein Grofiteil der Information
geht bei diesen wiederholten Streuvorgéingen schnell wieder verloren, so daf
es ausgesprochen schwierig ist, aus der noch verbleibenden Information gute
Rekonstruktionen des Kérperinneren zu gewinnen. Ein zusétzliches Problem
tritt dadurch auf, da§ aufgrund der unbekannten Streuung nun nicht mehr
nur eine einzige Mafizahl der Kérpersubstanz zu bestimmen ist (in der Com-
putertomographie ist dies die Ddmpfung), sondern gleich deren zwei (ein
Absorptions- und ein Streukoeffizient).

Als mathematisches Modell der Ausbreitung dieser NIR-Strahlung in
menschlichem Gewebe wird gemeinhin die lineare Transportgleichung (be-
kannt auch als lineare Boltzmanngleichung oder Strahlungstransportglei-
chung) akzeptiert, vgl. z.B. Ishimaru [80] oder die Tagungsbénde [42]-[45].
Die beiden gesuchten Koeffizienten der Absorption und der Streuung tre-
ten in natiirlicher Weise als Parameter dieser Gleichung auf. Die mathe-
matische Aufgabe besteht darin, aufgrund von MeBwerten diese Parameter
zu bestimmen. Kennt man diese, so kann man Riickschliisse auf die Ge-
webestruktur ziehen. Beispielsweise konnen so Friihgeborene auf eine hin-
reichende Sauerstoffversorgung des Gehirns untersucht werden, da sich die



Absorptionseigenschaften von mit Sauerstoff angereichertem Blut beziiglich
NIR-Strahlung von denen des sauerstoffarmen Blutes unterscheiden. (Fiir
nihere Einzelheiten hierzu vgl. etwa [54].) Als weitere potentielle Anwen-
dungsmoglichkeit dieser Methode wird auch ihr Einsatz im Rahmen von
harmlosen Reihenuntersuchungen zur Brustkrebs-Friiherkennung diskutiert,
die sogenannte optische Mammographie. (Vgl. hierzu etwa die entsprechen-
den Beitrdge in [45] oder in den fritheren Tagungsbénden [42]-[44].)

In der vorliegenden Arbeit soll das inverse Transportproblem insbeson-
dere im Hinblick auf dieses neue bildgebende Verfahren der NIR- oder La-
sertomographie (zur Erzeugung der NIR-Strahlung werden im allgemeinen
entsprechende Laser verwendet) untersucht werden. Dennoch lassen sich ei-
nige der gewonnenen Resultate auch auf benachbarte Gebiete anwenden,
insbesondere auf die Computertomographie und auf SPECT. Wo dies der
Fall ist, haben wir versucht, kurz auf diese Anwendungen einzugehen, soweit
es im Rahmen dieser Arbeit als angemessen und interessant erschien.

Generell lassen sich die meisten der hier vorgestellten Ergebnisse auf den
Fall der Computertomographie iibertragen, wenn man dort Streuung zuléft.
Deshalb haben wir in den Rekonstruktionen des siebten Kapitels diese Situa-
tion schwacher Streuung ebenfalls mit untersucht. Grob gesprochen lassen
sich die Computertomographie und die NIR- oder Lasertomographie ma-
thematisch gesehen als zwei kontrére Grenzfélle der linearen Transportglei-
chung auffassen: Die Computertomographie entspricht dabei der Situation
vergleichsweise geringer oder verschwindender Streukoeffizienten, die Laser-
tomographie dagegen der Situation ausgesprochen hoher Streukoeffizienten.
Insofern ist es auch aus mathematischer Sicht interessant, den Ubergang von
der Computer- zur Lasertomographie ndher zu untersuchen. Diese Zielset-
zung wird in der vorliegenden Arbeit immer wieder sichtbar werden.

Wir wollen nun die Inhalte der nachfolgenden Kapitel kurz vorstellen.

in Kapitel 2 referieren wir einige bekannte und fiir den Rest der Arbeit
wichtige Grundlagen in Bezug auf das direkte und das inverse Transport-
problem. Dies sind die Existenz- und Eindeutigkeitssitze der Losungen des
direkten und des inversen Problems, die Integraldarstellung der Transport-
gleichung und die Entwicklung ihrer Lésung in eine Neumannreihe. Aufler-
dem geben wir einen kurzen Uberblick iiber die im Zusammenhang mit
dieser Arbeit interessanten bereits existierenden Arbeiten anderer Autoren
zum inversen Transportproblem und diskutieren diese kurz.

In Kapitel 3 geben wir eine neue Darstellung und Herleitung der ersten
drei Terme einer Bornreihe fiir die lineare Transportgleichung. Diese Born-



reihe entspricht einer Neumannreihe bei singulidrer Quelle und beschreibt
physikalisch die Verteilung der ungestreuten, genau einmal und genau zwei-
mal gestreuten Strahlung. Wir zeigen die Aquivalenz dieser drei Terme zu
den Darstellungen, die A. Bondarenko in [31] fiir die singuldren Anteile
der Fundamentallésung der linearen Transportgleichung hergeleitet hat. Ab-
schliefend gehen wir kurz auf daraus resultierende Rekonstruktionsverfahren
ein.

In Kapitel 4 leiten wir explizit die in der Lasertomographie zur Zeit ge-
briuchliche Diffusionsapproximation und deren Verallgemeinerung, die Tele-
graphenapproximation, aus der linearen Transportgleichung her. Wir gehen
dabei kurz auf die Behandlung der Quellen und der Randbedingungen bei
diesen Approximationen ein und diskutieren deren Verwendung im Rahmen
der Lasertomographie. Wir stellen in Abschnitt 4.4 eine Aufspaltung der
Losung in zwei Anteile vor, von denen der erste (etwa mit den in Kapitel
3 berechneten Ausdriicken) analytisch zu bewéltigen ist, der zweite dage-
gen eine bessere Approximierbarkeit durch die Diffusionsmethoden besitzt.
Auflerdem folgt mit dieser Darstellung in gewissen Fillen eine mogliche Al-
ternative zu dem in Abschnitt 4.7 angegebenen Rekonstruktionsverfahren.
Ahnliche Aufspaltungen wurden bereits von fritheren Autoren fiir das direk-
te Transportproblem verwendet, vgl. dazu die angegebenen Quellen.

In Kapitel 5 stellen wir sodann die in dieser Arbeit verwendeten (und
komplett selbst geschriebenen) numerischen Methoden vor. Dies ist zum
einen eine Diskretisierung der linearen Transportgleichung mittels finiter
Differenzen, zum anderen eine Simulation der ihr zugrundeliegenden physi-
kalischen Vorgénge durch eine Monte-Carlo-Simulation. Anschliefend wer-
den einige fiir die Arbeit besonders interessante (und vielleicht auch an sich
sehr schéne) Monte-Carlo-Simulationen in Form von Momentaufnahmen ge-
zeigt.

In Kapitel 6 schlieBlich leiten wir den zentralen Algorithmus dieser Ar-
beit her, den wir als ,,Riicktransportalgorithmus“ bezeichnen. Er stellt ein
neues Rekonstruktionsverfahren fiir Anwendungen z.B. in der Lasertomogra-
phie dar. Da es sich bei dem vorliegenden inversen Transportproblem um
ein nichtlineares Problem handelt, fithren wir in Abschnitt 6.2 zunéchst eine
Linearisierung dieses Problems durch. Hierzu benétigen wir die Kenntnis
der Fréchet-Differenzierbarkeit der dort auftretenden Probleme R;, welche
wir im Abschnitt 6.3 in den physikalisch relevanten L'-Riumen nachwei-
sen. Dabei machen wir Gebrauch von einer Idee V. Palamodovs, vgl. dort.
(Fiir dhnliche Problemstellungen im Rahmen der Ultraschall-Tomographie
wurden Fréchet-Differenzierbarkeitsaussagen beispielsweise von R. Potthast



gezeigt, vgl. [153], [154]). In Abschnitt 6.3 wird sodann das zentrale Minimie-
rungsproblem angegangen, woraus schlielich der in Abschnitt 6.4 vorgestell-
te und in dieser Arbeit verwendete Rekonstruktionsalgorithmus resultiert.
In den restlichen Abschnitten des sechsten Kapitels werden dann einige Ei-
genschaften dieses Algorithmus diskutiert und eine physikalische Deutung
der dabei auftretenden Groflen gegeben.

Kapitel 7 ist der Prasentation und Diskussion einiger Rekonstruktionen
gewidmet, die wir unter Verwendung der in den vorangehenden beiden Ka-
piteln bereitgestellten Methoden und Techniken durchgefiihrt haben. Damit
soll das grundsétzliche Verhalten des Riicktransportalgorithmus untersucht
und auf dessen Brauchbarkeit etwa im Rahmen der Lasertomographie hin
iiberpriift werden. Ein besonderes Augenmerk wird dabei auf die simulta-
ne Rekonstruierbarkeit zweier Koeffizienten bei schwacher und bei starker
Streuung gelegt. Es stellt sich heraus, daf dieser Algorithmus auch bei Vor-
handensein starker Streuung prinzipiell noch in der Lage ist, zwei Koeffizi-
enten der Transportgleichung gleichzeitig zu bestimmen, daf dies aber bei
weitem weniger gut gelingt als etwa im Falle nur schwacher Streuung. Wir
diskutieren die moglichen Griinde fiir dieses Verhalten und geben auch hier
einige fiir das Verstdndnis des Algorithmus hilfreiche physikalische Deutun-
gen der auftretenden Phiénomene.

Ich mochte mich an dieser Stelle bei Herrn Prof. Dr. F. Natterer ganz herz-
lich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir viele hilfreiche Hinweise und
Diskussionen bedanken.

Herrn Dipl.-Math. Thomas Dierkes danke ich fiir die kritische Durchsicht
des Manuskriptes dieser Arbeit.



Kapitel 2

Das Direkte und das Inverse
Transportproblem

2.1 Das Cauchy-Problem der Transportgleichung

Wir wollen uns im folgenden mit dem Cauchy-Problem der linearen Trans-
portgleichung befassen. Als generelle Referenz geben wir dabei zunéichst das
Buch [51] von R. Dautray und J.L. Lions an. Auch auf die Darstellung [75]
von J. Hejtmanek sei hier hingewiesen. Wir werden einige der fiir uns rele-
vanten Ergebnisse aus diesen Quellen kurz vorstellen und dabei auf sdmtliche
Beweise verzichten. Wir ersparen uns dadurch die Einfiihrung und Diskus-
sion einer Reihe von Begriffen aus der Halbgruppentheorie linearer Ope-
ratoren, die ganz wesentlich zum Beweis des resultierenden Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes verwendet werden, die jedoch zu dessen Formulierung
nicht unbedingt notwendig sind. (Als lesenswerte Biicher {iber Halbgruppen
geben wir dennoch die Biicher [150] von A. Pazy oder [91] von T. Kato an.
AuBlerdem wird in Dautray und Lions [51] das notwendige Riistzeug bereitge-
stellt.) Im Anschluff daran werden wir einen alternativen (in gewissem Sinne
den ,klassischen“) Zugang zur Herleitung von Existenz- und Eindeutigkeits-
aussagen vorstellen, der sich der Integraldarstellung der Transportgleichung
und eines Fixpunktsatzes bedient. Hierzu geben wir die Standardreferenz
Case und Zweifel [38] an.

Unter dem Cauchy-Problem der linearen Transportgleichung verstehen
wir das folgende Problem: Finde eine Lésung u(z,(,t) der (Evolutions-)
Gleichung



O 0,6, + ¢ Vula, 1) + ale, O, G, ) 2.)

& [ 1@, Quia, ¢ 0d¢ = ale,¢,t) auf Qx Vo,
14
mit der Anfangsbedingung
u(z,(,0) = up(z,{) in QxV (2.2)
und der Randbedingung

u(z,(,t) = g(z,(,t) auf , _. (2.3)

Dabei bezeichnet 2 € Q@ C R® den Ort eines Teilchens der Geschwindigkeit
¢ €V C R? zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7[.
Die Mengen , 1+ seien definiert als

,i::{(II},C,t)EBQXVX]O,T[, :|:1/(£L‘)-C>0},

wobei v(z) die &uBere Normale auf 92 im Punkt z ist. Entsprechend sei , g
definiert, wobei in der Mengenklammer ,,>“ durch ,,=* ersetzt wird. Es gilt
somit

N xVx|0,7[=:, =, U, U,o.

Wir schreiben ¢ = vf mit v = || und 8 = ¢/|¢| € S%. v gibt also den
Betrag der Geschwindigkeit, 6 die Richtung an. Ist eine feste Geschwindigkeit
v vorgegeben (der sogenannte one speed-Fall), schreiben wir auch || =:
¢ =const statt v. Fiir diesen Fall ist

V=>5 = {CER3,|C|:C:COHSt>0},

also die Sphire mit Radius ¢ um den Nullpunkt. Weitere physikalisch rele-
vante Beispiele fiir V' sind

V = Spow = {CER}, 0<vg<v=|¢|<v1 <0},
und

V = B; = {CeR?, [(| <5},

10



In der Literatur haben sich fiir zwei spezielle Cauchy-Probleme der li-
nearen Transportgleichung besondere Namen durchgesetzt (vgl. z.B. Kaper,
Lekkerkerker, Hejtmanek [90] oder Hejtmanek [75]). Wir definieren in An-
lehnung an [75] das

Reaktorproblem: Finde eine Losung u(z,(,t) von (2.1)-(2.3) mit ¢ = 0,
g = 0 und mit bekannter Anfangsbedingung ug(z, () auf Q x V, wobei Q ein
beschrinktes, offenes und konvexes Gebiet im R? ist.

Anmerkung: Der Name dieses Problems leitet sich daraus ab, da3 durch
die angegebenen Bedingungen die Neutronenpopulation in einem Reaktor
beschrieben werden kann (vgl. [90] oder [183]). Es sind dort keine inneren
fluBunabhingigen Quellen vorhanden (¢ = 0) und es treten von aufien auch
keine Neutronen in den Reaktor hinein (g = 0). Die gesamte Entwicklung
des Systems entsteht aus der Anfangspopulation ug(z, (), entsprechend der
durch die Transportgleichung vorgeschriebenen Dynamik. Dieses Modell 148t
sich aber ebenso auf die Population von Photonen in einem streuenden Me-
dium anwenden, die zu einer Zeit t = 0 in das System hineingegeben werden
und sich dann frei ausbreiten kénnen. Insofern ist es auf den Fall der Laser-
tomographie ohne weiteres anwendbar.

Anmerkung: Kaper, Lekkerkerker und Hejtmanek [90] geben eine etwas
andere Randbedingung an: (u(z,(,t) = 0 auf , . Da wir in dieser Arbeit
die Moglichkeit ( = 0 grundsétzlich ausschliessen méchten, kénnen wir uns
auf die oben angegebene Randbedingung beschrénken.

Im Kontrast zum Reaktorproblem definieren wir das

Streuproblem: Finde eine Losung u(z, (,t) von (2.1)-(2.3) mit ¢ = 0, welche
auf dem gesamten R? x V' x]0, 7[ definiert ist (somit also keine Randbedin-
gung zu erfiillen braucht) und einer bekannten Anfangsbedingung wug(z, ()
geniigt.

Anmerkung: Der Unterschied zum Reaktorproblem ist also, da der Fluf}
nun auf dem gesamten R? betrachtet wird. Dies ist typisch fiir Streuproble-
me, bei denen in der Regel eine aus grofler Entfernung einlaufende Welle mit
einem Objekt wechselwirkt (,,gestreut wird“), um sich daraufhin wieder in
alle Richtungen ad infinitum zu entfernen. (Vgl. z.B. die Streuprobleme der
Quantenmechanik oder der Wellengleichung [122], [160], [106], [137].) Hejt-
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manek [73] hat 1975 die Terminologie und die Konzepte dieser klassischen
Streutheorie auf den Fall der Transportgleichung iibertragen, vgl. auch Reed
und Simon [160]. Weitere Informationen und Literaturhinweise finden sich
z.B. in [11] und [47].

Anmerkung: Auch die Streutheorie 148t sich auf das Problem der Laserto-
mographie anwenden. In diesem Fall wird das zu untersuchende streuende
Gebiet Q durch ein mit Vakuum gefiilltes AuBeres R?’\Q erweitert gedacht, in
welchem sich also alle Teilchen geradlinig ohne Wechselwirkung mit irgend-
einer vorhandenen Substanz ausbreiten konnen. Arianfar und Emamirad
haben in [11] einen generellen Zusammenhang zwischen bestimmten Kon-
zepten der Reaktor- und der Streutheorie aufgezeigt. Choulli und Stefanov
[47] haben diese ausgenutzt, um einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
das inverse Transportproblem zu beweisen. Wir werden bei der Behandlung
desselben nédher darauf eingehen.

Wir fahren nun fort mit der Behandlung des allgemeinen Cauchy-
Problems der linearen Transportgleichung (2.1)-(2.3).

Sei LP(Q2 x V) fiir p € [1,00[ definiert als der Raum aller bzgl. des
Produktmafes dzdy meSbarer Funktionen f(z, (), fiir die gilt

£y = ([ 1£(@ 0P dedu)” < oc. (2.4)

Dabei bezeichnet u ein geeignetes Radonmaf auf dem R3 mit u({0}) = 0,
und V ist eine abgeschlossenen Teilmenge des R® mit supp(x) = V. Fiir
eine nihere Beschreibung dieser Rdume und die Diskussion einiger ihrer
Eigenschaften verweisen wir z.B. auf Cessenat [40], [41] oder Dautray und
Lions [51].

Wir wollen hier Losungen von (2.1)-(2.3) als Funktionen der Zeit suchen,
die ihre Werte in diesen Ridumen LP(Q x V') annehmen.

Die aus physikalischer Sicht natiirlichste Wahl des zugrundeliegenden
Funktionenraumes ist dabei sicherlich der L'(Q x V), also der Raum aller
integrierbarer Funktionen. Denn aufgrund der Interpretation von u(z,(,t) >
0 als FluBdichte am Ort x zur Zeit ¢ gibt die L!-Norm (2.4) gerade die Anzahl
der zur Zeit t sich im System befindenden Teilchen N(t) an,

lullsoury = [ ule,¢t)dedu = N(t) < oo.
QxVv
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Fiir allgemeines 1 < p < oo stellen die LP(2 x V) Banachridume bzgl.
der eingefiihrten Norm dar. Wir werden in dieser Arbeit hauptséichlich den
L'(Q x V) verwenden, da den Funktionen dieses Raumes im Rahmen der
Transporttheorie eine besondere physikalische Bedeutung zukommt (vgl.
etwas weiter unten). Insbesondere aus diesem Grunde werden wir diesem
Raum den Vorzug vor dem L2(Q2x V') geben, welcher den zusétzlichen Vorteil
bietet, auch eine Hilbertraumstruktur zu tragen. Der nachfolgende Existenz-
und Eindeutigkeitssatz liefert in gewissem Sinne die Rechtfertigung der Ver-
wendung dieser Rdume.

Analog zu den LP(§2 x V') seien die Rdume LP(Q2 x V' x]0,7[) definiert.
Alles zuvor Gesagte iibertrigt sich auf diese Rdume.

Damit kénnen wir nun fiir p € [1, 00| die ,,Sobolevraume* Wp einfithren
gemif

W, := {u € LP(Q x V x]0, 7[), % +¢-Vu e LP(Q x Vx]0,7]),
u(.,.,0) € LP(QAx V),
ule. € IP(, -, ¢ - v| dydpdt) }. (2.5)

dry ist dabei das Oberflichenmaf auf 9 und v(z) stellt die dulere Normale
auf 00 im Punkt z dar. (Ausfiihrlich beschrieben werden die Raume auf , _
z.B. in Cessenat [40], [41] oder in Dautray und Lions [51].)

Ohne Beweis iibernehmen wir nun den folgenden Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz aus Dautray und Lions [51].

Satz. Wir betrachten das Transportproblem (2.1)-(2.3) mit g = 0 (,,Homo-
genes Problem*“). Sei

a(z,{) € L®(QxV) mit a(z,() >0. (2.6)
Weiter sei die Kernfunktion f(z,(',¢) in (2.1) eine positive Funktion, fiir

die gilt
/V fla, ¢ O du(¢) < My Y(z,¢)eQxV, (2.7)
/V fa, ¢ du(¢) < My Y(z,()eQxV, (2.8)

mit positiven Konstanten M,, Mj.
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Fiir die Quelle ¢ und die Anfangsverteilung ugy gelte

g € LP(QxVx]0,7), pé€]l, o0, (2.9)
w € LP(AXV), p €1, 00]. (2.10)

Dann besitzt das Problem (2.1)-(2.3) mit g = 0 eine eindeutige Lésung (im
schwachen Sinne) u in dem Raum Wy Es gilt

u € C([0,7]; LP(Q x V). (2.11)

Ist weiter ug so gegeben, dafi zudem

C' Vug € Lp(Q X V) und U0|I‘, =0 (2.12)
(Konsistenzbedingung) erfiillt sind und ist ¢ > 0 gegeben, so daB gilt

g € CY([0,7]; LP(Q x V)), (2.13)

dann ist u sogar starke Losung und wir haben

u € CH[0,7]; LP(Q x V)), (2.14)
¢-Vu € C°([0,7]; LP(Q x V), (2.15)
u(t)|p_. =0 Vtelo,r]. (2.16)

Falls ¢ > 0 und ug > 0, so ist auch u > 0.

Wie in Dautray und Lions weiter ausgefiihrt wird, gilt auch fiir den Fall
inhomogener Randbedingung

ulp. =g € LP(, _, |[¢ - v|dydudt) (2.17)

die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung (im schwachen Sinne) von (2.1)-
(2.3). Zum Beweis werden Spursitze verwendet, die z.B. von Cessenat [40],
[41] bereitgestellt werden.

Falls g, up und ¢ positiv sind, so ist auch die Loésung u des inhomogenen
Problems positiv.

14



Anmerkung: Aus dem Satz geht hervor, dal das direkte homo-
gene Transportproblem -im Gegensatz etwa zum Diffusions- oder
Wirmeleitungsproblem- keinen regularisierenden Effekt hat. Selbst in dem
Fall, dafl die Anfangsverteilung ug C* ist, aber nicht auf ,  verschwindet
(d.h. die Konsistenzbedingung (2.12) nicht erfiillt ist), wird u(t) im allgemei-
nen unstetig sein. Analoge Aussagen gelten fiir das inhomogene Problem.

Anmerkung: Analoge Aussagen gelten auch fiir das adjungierte homogene
Transportproblem
( ou

n &¢-Vu + a(m,C)u)(fB,Cat) (2.18)

- /V £, ¢, ¢ ule, ¢ ) dp(C) + q(z, 1),

mit der Randbedingung

U(iL‘, Ca t) = g(l‘, Ca t) auf » + (219)
und der Anfangsbedingung

u(z,(,0) = up(z,{) in QxV, (2.20)

mit g = 0 sowie fiir das entsprechende inhomogene Problem mit g # 0 (vgl.
Dautray und Lions [51] oder Case und Zweifel [38]).

Uns wird die adjungierte Transportgleichung (in einer Form mit inver-
tierter Zeitrichtung ¢ — «<t) bei der Behandlung des inversen Transport-
problems wieder begegnen. Sie bildet die Grundlage fiir den Algorithmus,
den wir als Riicktransport-Algorithmus bezeichnen werden. Der Grund fiir
diese Bezeichnung wird dort klarer werden. Wir wollen die Betrachtung
hier abschlieflen mit der Bemerkung, dafl auch fiir die entsprechenden stati-
ondren Transportprobleme Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen existieren
und verweisen dazu einfach auf die genannte Literatur (Dautray und Lions
[61] bzw. Case und Zweifel [38]).

2.2 Eindeutigkeit des Inversen Transportpro-
blems

Wir orientieren uns im wesentlichen an Choulli und Stefanov [47].
Sei V eine offene Menge im R3 und
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opl,() = /V fla, ¢ ¢)de. (2.21)

op gibt also die Anzahl von Teilchen an, die von einem aus der Richtung ¢ '
kommenden Teilchen bei einem Stofl am Ort x produziert werden.

In Anlehnung an Reed und Simon [160] bezeichnen wir ein Paar (a, f)
als zuléssig, falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(i) 0<acL®R3xV). (2.22)

(ii) 0< f(z,¢,.) € Ly(V) fiir fast alle (2.23)
(z,¢')eR®*x V, und op € L®(R3 x V).

(i3i) Es gibt eine offene beschrinkte Menge Q C R derart, (2.24)

daB f(z, CI,C) und a(z, ¢) fiir z ¢ Q verschwinden.

Wir wollen nun den sogenannten Albedo-Operator der Transportgleichung
definieren. Alternative Definitionen wurden z.B. von Larsen [98] oder Ari-
anfar und Emamirad [11] gegeben.

Sei ) eine konvexe Menge im R? mit C'-glattem Rand. Die Mengen , . seien
gegeben durch

L= {(z,{) € 0%V, zv(z)-(>0}.

Auf , . betrachten wir das MaB d¢ = |v(z) - ¢|du(z)d(, wobei du(z) das
entsprechende Maf auf 0f2 ist.
Wir untersuchen das folgende Problem: Finde eine Funktion u(z, {,t) mit

0
(a eThu =0 inRxQxV, (2.25)
uper. = (2.26)
u|t<<0 = 0, (2.27)

wobei T := ¢ -V <a(z, () + [i f(x,¢',¢).d¢ als Differentialoperator in
QxV aufgefaBt wird, und g € L1 (R, L'(, _,d¢)) eine integrierbare Funktion
von R nach L'(, ,d¢) mit kompaktem Tréiger ist. Das Problem (2.25)-
(2.27) besitzt eine eindeutige Losung in C(R, LY(Q x V), vgl. dazu z.B. den
vorangegangenen Abschnitt.
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Sei L} (R; I:l(; +,d€)) der Raum aller lokal integrierbarer Funktionen

loc

von R nach L!(, ;,d¢). Dann definieren wir den Albedo-Operator A durch

A Li(Rv Ll(:*vdé)) - Llloc(Ra Ll(;+ad§))7 (2'28)

Ag = ulg,t, (2.29)

wobei u (2.25)-(2.27) 16st. Der Operator A bildet somit alle denkbaren
Randbedingungen g aus (2.26) auf den jeweils dazugehérigen ausfallenden
Fluf U|Rxf+ ab, welcher der Messung zugénglich ist und natiirlich entschei-

dend von der in 2 vorhandenen Parameterverteilung a(z,¢) und f(z,¢ "¢ )
abhéngt. Wir kénnen somit auch schreiben

A = Ala, f),

und suchen bei der Behandlung inverser Probleme gewissermafien die Um-
kehrung a = a(A), f = f(A) bei bekanntem Operator 4. (K. Dressler
hat dies beispielsweise fiir den Fall einer Ortsdimension durchgefiihrt, vgl.
[55],(56],[57].) i

Der Operator A kann allgemeiner fiir Funktionen g € L'(R x , _, dtd¢)
mit g = 0 fiir t < 0 definiert werden. Vgl. z.B. Choulli und Stefanov [47]. Wir
formulieren nun den entscheidenden Eindeutigkeitssatz des Inversen Trans-
portproblems von Choulli und Stefanov [47]:

Satz. Seien (a, f) und (a, f) zwei zuldssige Paare mit von { unabhidngigen
a,i. Weiter sei Q) irgendeine offene beschrénkte Menge mit C'-glattem Rand
und mit der Eigenschaft, da8 a,a, f, f auflerhalb von Q verschwinden. Wenn
die zugehérigen Albedo-Operatoren A, A auf dQ iibereinstimmen, so gilt
schona =a, f = f

Zum Beweis dieses Satzes verwenden Choulli und Stefanov wesentlich die
singuldre Struktur der Fundamentallésung der Transportgleichung. Diese
wurde auch von V. Antyufeev und A. Bondarenko [29], [10] aufgezeigt und
berechnet. Sie liefert nicht nur ein probates Mittel, Existenz- und Eindeu-
tigkeit des Inversen Problems zu zeigen, sondern 148t sich unter gewissen
Bedingungen auch konstruktiv zur Bestimmung verschiedener Koeffizienten
heranziehen. Wir werden dies in dem nachfolgenden Kapitel ndher erlautern
(Abschnitt 3.7). Eine der einschrinkenden Bedingungen scheint wohl die
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Forderung zu sein, dafl das Medium nur schwach streuend ist. Bei zu starker
Streuung wird die singuldre Struktur in den Messungen praktisch komplett
vom Rauschen iiberdeckt und ist somit nicht verwendbar (vgl. hierzu den
Abschnitt 2.6).

2.3 Neumannreihe und Integraldarstellung

Sowohl fiir das direkte als auch fiir das inverse Transportproblem kénnen
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen iiber die entsprechende Integraldar-
stellung gezeigt werden. Im Falle des direkten Transportproblems beschrei-
ten z.B. Case und Zweifel [38] und Papanicolaou [146], [147] diesen Weg. Im
Falle des inversen Transportproblems mdchten wir hier insbesondere Prilep-
ko und Volkov [158] nennen, da deren Ergebnisse am ehesten fiir uns relevant
sind.

Wir beschreiben im folgenden zunichst den von Case und Zweifel ein-
geschlagenen Weg und gehen im Anschluff daran kurz auf den dazu sehr
dhnlichen Zugang zum Inversen Problem von Prilepko und Volkov ein.

Zunéchst tiberfithren wir die Transportgleichung (2.1)-(2.3) mittels Inte-
gration entlang der Charakteristiken (bzw. mittels der Methode der Green-
schen Funktion, vgl. [38]) in die Integraldarstellung der linearen Transport-
gleichung

e 6,t) = Q8 + [ [ fleeet)d ) (2.30)

cu(z et et), () exp{ <:>/,ta[a: e((tot"),cldt" }du(C)dt
t

mit
t ! !
Q(@,¢,t) = ulzeCt,(,0) exp{<:>/0 ale (o), ldt } (231)

+ /Ot glz C(tot),¢t) exp { @/t,t alz <C(tet’),dt” } dt .

Wir denken uns dabei eine evtl. vorhandene nichtverschwindende Randbe-
dingung (2.3) durch eine entsprechende Oberflichenquelle ersetzt,
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qs(2s,¢,t) = |C - v(ws)| g(@s, ¢, 1) 6(20 (2s)),

wobei z, eine (lokale) Koordinate darstellt, welche im Punkt z, € 9 senk-
recht auf 0 steht (vgl. Case und Zweifel [38]). x5 entspricht dabei auf der
linken Seite der Gleichung einem Punkt im R3, wihrend es auf der rechten
Seite als derselbe Punkt, diesmal jedoch als Element von 02, aufgefafit wird.
Eine solche Zuordnung von Randbedingungen zu Oberflichenquellen (und
umgekehrt) ist nach Case und Zweifel immer moglich. gs(xs, ¢, t) sei bereits
in ¢(z,(,t) von (2.31) enthalten.

Wir schreiben nun Gleichung (2.30) in Operatorform

U(fB,Cat) = Q(macat) + K’U,(.’I},C,t), (232)

wobei K durch den Integralausdruck in (2.30) gegeben ist. (2.30) bzw. (2.32)
stellen eine Volterrasche Integralgleichung zweiter Art dar. Ein Standardver-
fahren zur Losung einer solchen Gleichung ist die Entwicklung von u in seine
Neumannreihe

u(z,(,t) = iuk(m,f,t), (2.33)
k=0

u0($7c’t) = Q(:L"C7t)7
ug(z,(,t) = Kup 1(z,(,t) firk > 1.

Physikalisch beschreibt fiir den Fall der Transportgleichung der k-te
Term ug(z,(,t) gerade die Flufidichte der genau k-fach gestreuten Teil-
chen. Bei der Diskussion der Born-Approximation fiir die Transportglei-
chung werden wir ausfiihrlich auf diese Interpretation der einzelnen Sum-
manden zu sprechen kommen. Es zeigt sich, dal die Bornreihe der Trans-
portgleichung gerade ihrer Neumannreihe entspricht. Die erste und zweite
Born-Approximation beschreiben gerade die Dynamik der maximal ein- bzw.
zweifach gestreuten Teilchen. (Konvergenz der Neumannreihe zieht somit
iibrigens auch Konvergenz der Bornreihe nach sich!)

Case und Zweifel zeigen fiir verschiedene Situationen die Konvergenz
dieser Neumannreihe und damit Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des
zugehorigen Transportproblems. (Dies insbesondere auch fiir Quellen, die in
einer oder mehrerer ihrer Variablen deltaformig im Diracschen Sinne sind.)
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Anmerkung: An dieser Stelle sei auch der Artikel von A. Wenzel [186]
erwahnt, in welchem Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen der linearen
Boltzmanngleichung in einem Raum von Distributionen gezeigt wird. Auch
in Choulli und Stefanov [47] wird Existenz und Eindeutigkeit singuldrer
(distributiver) Losungen der Transportgleichung bei deltaférmiger Quelle
gezeigt. Sie verwenden dazu das Duhamelsche Prinzip, welches in diesem
Fall -analog zur Neumannreihe- die singuldren Anteile der entsprechenden
Losung (also die ungestreuten und einmal gestreuten Teilchen) aussondert.
(Vgl. dazu auch den nachfolgenden Abschnitt 2.4.)

Prilepko und Volkov untersuchen in [158] die lineare Transportgleichung
mit zeitabhingigen Koeffizienten

%_’_C'VU(mant)‘i‘a(maCat)u - / f(maC17Cat)UdCI+Q(m7C7t)
v

mit (2.2) und (2.3) entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen. Sie
gehen der Frage nach, ob bei zusétzlicher Kenntnis von

u(a:, Cat)|1-'+ = h(ﬂ), Cat)

einer der (jeweils als unbekannt angesehenen) Koeffizienten a(z,(,t) oder
f(z,(,t) -zusitzlich zu dem Flufl u(z,(,t)- eindeutig rekonstruiert werden
kann. (Das sogenannte ,Inverse Problem* der Transportgleichung. Es lassen
sich andere Inverse Probleme konstruieren durch Vorgabe anderer zusatzli-
cher Informationen oder anderer Rand- und Anfangsbedingungen. Vgl. dazu
etwa [155],[156],[157].)

Genauer betrachten sie die beiden Probleme

Problem 1: Sei a(z,(,t) = a(z,() B(z,(,t) + v(z,(,t) mit bekannten 3,~
und unbekanntem «. Kann « eindeutig rekonstruiert werden, wenn man alle
anderen Parameter bis auf den Flu} u selbst kennt?

Problem 2: Sei f(x,(,(',t) = ¢(=,¢) x(x,¢, ¢, ) + (=, ¢, ¢, ) mit bekann-
ten y, 1 und unbekanntem ¢. Kann ¢ eindeutig rekonstruiert werden, wenn
man alle anderen Parameter bis auf den Fluf} u selbst kennt?

Zur Beantwortung dieser Fragen iiberfithren sie die Transportgleichung in
jeweils zwei unterschiedliche Integralgleichungen, von denen eine der oben
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angegebenen fiir den Fluf u (2.30) entspricht, und die andere eine Glei-
chung zweiter Art in dem jeweils zu rekonstruierenden Parameter darstellt.
Anwendung eines geeigneten Fixpunktsatzes auf dieses System von Integral-
gleichungen liefert dann unter gewissen Bedingungen Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen der beiden oben formulierten Probleme.

Wir wollen den interessierten Leser direkt auf diese Arbeit [158] verwei-
sen, da die konkrete Darstellung der Radume und Voraussetzungen hier zu
weit fithren wiirde. Besonders interessant ist dieser Ansatz aus dem Grun-
de, da er keine besonderen Voraussetzungen an die singuldre Struktur der
Losung der Transportgleichung zu stellen scheint. Es mufl bedacht werden,
daB bei konkreten Rekonstruktionsverfahren im Rahmen der Lasertomogra-
phie diese singuldren Strukturen praktisch nicht verwendet werden kénnen,
da sie schlicht und einfach unterhalb der heutigen Mefimdoglichkeiten lie-
gen und zudem wohl vollkommen von gewohnlich vorhandenem Rauschen
verdeckt werden. (Vgl. hierzu auch die Erlduterungen im Abschnitt 2.6).

2.4 Inverses Transportproblem und Singulire
Strukturen

In diesem Abschnitt soll versucht werden, gewisse Gemeinsamkeiten einiger
Arbeiten aufzuzeigen, die sich alle mit dem Inversen Problem der Trans-
portgleichung befassen und sich dabei der Eigenschaft der Transportglei-
chung bedienen, in den Quellen oder Randbedingungen vorhandene sin-
guldre Strukturen in das Medium hinein- bzw. durch das Medium hindurch-
zutragen und dadurch Informationen aus klar definierten Teilmengen des
Mediums der Messung zuginglich zu machen. Unter Singulidren Strukturen
wollen wir dabei Unstetigkeiten irgendwelcher Art verstehen, die etwa iiber
die Gestalt der Quellterme oder der Anfangs- oder Randbedingungen in
das Medium hineingetragen werden. Dies kénnen z.B. stark singulére Terme
wie die von uns zumeist verwendeten Diracschen Delta-Distributionen sein,
oder aber auch nur Unstetigkeiten in der ersten Ableitung einer sonst stetig
differenzierbaren Funktion.

E.W. Larsen weist bereits 1975 auf die singulére Struktur von Lésungen
der linearen (stationiren) Transportgleichung in L' (€2 x V') hin [98]. Er kon-
struiert explizit fiir den Fall, da} Quelle ¢ und Randbedingung g ebenfalls
aus L' sind, Ausdriicke fiir die singuliren Anteile der entsprechenden Losun-
gen. Zudem weist er darauf hin, dafl diese Terme von den ungestreuten und
gegebenenfalls einmal gestreuten Teilchen herriihren. Fiir den verbleibenden
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Anteil in der Losung weist er nach, dafl er durch regulire Integralausdriicke
mittels Greenscher Funktionen dargestellt werden kann. Zudem zeigt er, ge-
wissermaflen als Korollar, daff der Albedo-Operator

A: ulp_ — ulp,

bei Abwesenheit fluBunabhingiger Quellen ¢ fiir endliche, unterkritische Ge-
biete einen linearen beschrinkten, i.a. nicht kompakten, Operator in L' dar-
stellt. Fiir ndhere Einzelheiten vgl. [98].

In [103] betrachtet er ein &hnliches Problem, diesmal jedoch mit einer
Dirac-deltaférmigen Quelle in Ort und Geschwindigkeit (also distributiv). Er
zeigt, dal der ungestreute Anteil der Losung auf einer Geraden konzentriert
ist (und somit ebenfalls eine Deltafunktion darstellt), und daf auch der
einmal gestreute Anteil der Losung noch deltaférmig im Winkel 6 = {/|(|
ist. Der Anteil der mehr als einmal gestreuten Teilchen ist dagegen regulir.
Larsen leitet fiir einen speziellen Fall explizite Ausdriicke fiir die von einem
Detektor registierten einmal gestreuten Teilchen her. Er weist aber auch auf
Probleme hin, die sich bei der Realisierung von deltaférmigen Quellen und
von ,ideal kollimierten“ Detektoren unweigerlich einstellen. Fiir Einzelheiten
verweisen wir auch hier auf den Originalartikel [103].

Gewissermaflen das Analogon zum soeben genannten Vorgehen von E-W.
Larsen in der planparallelen Geometrie des radiative transfer stellt wohl
die Arbeit [175] von C.E. Siewert dar. Im sogenannten ,radiative transfer*
wird der Strahlungstransport in den dufleren Schichten von Sternen durch
eine lineare Transportgleichung z.B. der folgenden Form beschrieben (vgl.
[46],[177],[38],[175],[116]-[121])

S T, Ta)ulzmet) (2:34)

27\' +1 ! ’ ! ’ ’
:/0 B f0-0)u(z,p,p,t)dpdu + q(z,u,p,t)

fiir 0 < z < zp. Dabei ist ¢ = |{] eine feste Geschwindigkeit und, wenn 9 den
Winkel zur z-Achse und ¢ den entsprechenden Azimuthwinkel bezeichnen,
so ist u = cos? und 6 = (9, ).

Siewert betrachtet nun eine stationdre Variante von (2.34) (die wir hier
nicht explizit angeben méchten) mit einem Dirac-deltaformigen Quellterm
q in allen auftretenden Variablen. Er berechnet explizit die entsprechenden
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singulidren Anteile der Losungsfunktion und gibt eine physikalische Interpre-
tation des Ergebnisses. (Natiirlich die uns bereits bekannte!) Fiir Einzelhei-
ten verweisen wir wieder auf den Originalartikel [175].

Eine zeitabhingige Variante von (2.34) bei planparalleler Geometrie un-
tersuchen Ying, Wu und Sun in [189]. Sie nutzen die singulédre Struktur der
entsprechenden Fundamentallésung aus, um simultan zwei Koeflizienten der
Gleichung zu rekonstruieren. Dabei verwenden sie eine dem , layer stripping*
dhnliche Methode, d.h. sie schreiten schichtenweise in den zu untersuchenden
Halbraum vor und nutzen in dem zugrundeliegenden Optimierungsansatz die
bei einer gegebenen Schicht bereits rekonstruierte Information aus den dufle-
ren Schichten mit aus. Als sehr hilfreich erweist sich dabei die zeitaufgeloste
Messung, da aus ihr gerade diese , Tiefeninformation® (d.h. die Zuordnung
der Mefiwerte zu den einzelnen Schichten) gewonnen werden kann.

Wir wenden uns nun wieder den echt dreidimensionalen Problemen zu.
D.S. Anikonov, I.V.Prokhorov, V.G. Nazarov und A.E. Kovtanyuk (vgl. z.B.
[6]) untersuchen die stationdre Transportgleichung

0 - Vu(z,0) + a(z) u(z,h) <:)/S2f(m,9-0’)u(m,9’)d9’ = q(z,0) (2.35)

in einem beschrinkten konvexen Gebiet mit C!-glattem Rand und mit der
Randbedingung

ulg . = g(z,9). (2.36)

Sie setzen voraus, daB a(z) stiickweise stetig, f(z,0-6') nicht negativ und
beschrinkt ist und dafl der Quellterm ¢(z, ) nicht negativ, beschrinkt und
stetig in allen seinen Argumenten ist. Dann betrachten sie das folgende In-
verse Problem: Gegeben sei die zusitzliche Information

ulp, = h(z,0), (2.37)
und g(z, ) erfiille die folgenden Bedingungen:

1.) g(z,0) ist positiv, stetig und beschréinkt.
2.) Ist (9, ¢) die Polardarstellung von 6, wobei 9 den Winkel zur z-Achse
bezeichnet, so gelte die folgende Sprungbedingung

g

lim —= = 2.
Jm 59 (2 0(9,9)) = oo, (2.38)
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bei ansonsten stetigem %. Kann dann der Koeffizient a(z) ohne Kenntnis

von b und g, also allein aus g und h, rekonstruiert werden?

Die genannten Autoren geben dazu explizite Formeln zur Rekonstruktion
von a(z) an, die auf die Invertierung der Radontransformation von a(z) ent-
lang der Ebene {¢ = 7} hinauslaufen und welche praktisch den Durchgang
der Singularitdt in der Randbedingung (2.38) durch das Medium beschrei-
ben. Insofern nutzen sie ganz erheblich die Mefbarkeit singulédrer Strukturen
der Losung der Transportgleichung aus. Wir verweisen im Einzelnen auf die
Arbeiten [4]-[8],[93],[136],[159]. Einen entsprechenden Eindeutigkeitsbeweis
findet man in [5],[6].

Ebenfalls die Stationdre Transportgleichung (2.35) untersuchen V. An-
tyufeev und A. Bondarenko in [10], allerdings mit einer speziellen Form des
Streuterms,

0-Vu(z,0) +a(z) u(z, ) <b(z) / 2n(m,0-0’)u(m,0’)d9’ = q(z,0). (2.39)
S
Eine Losung von (2.39) mit

q(z,0) = d(z exp)d(0 <6)) (2.40)

und verschwindender Randbedingung nennen sie ,Fundamentallésung der
Stationdren Transportgleichung®. Wie bereits oben schon dargelegt wurde,
ist bei einer Quelle der Form (2.40) zu erwarten, dafl die entsprechende
Losung der Transportgleichung stark singulire Anteile besitzt. Antyufeev
und Bondarenko berechnen diese Anteile explizit und zeigen, dafl der ver-
bleibende ,regulire“ Anteil aus L'(S2) in der Variablen @ ist. In [31] gibt
Bondarenko Abschitzungen fiir die einzelnen so erhaltenen Terme an. Fiir
Einzelheiten verweisen wir auf die genannten Artikel.

Bondarenko und Antyufeev geben auch ein konstruktives Verfahren an,
wie diese singuldren Anteile in der Fundamentallésung dazu ausgenutzt wer-
den konnen, verschiedene Koeffizienten der Transportgleichung zu rekon-
struieren. Sie verwenden dazu eine spezielle Detektoranordnung, um diese
singuldren Anteile aussondern zu konnen. Hier gilt allerdings, ebenso wie
in den vorhergenannten Ansitzen, dafl eine nur schwache Streuung in dem
Medium vorausgesetzt werden muf}, um die Bestimmung dieser singuldren
Anteile experimentell einigermaflen verldlich durchfiithren zu kénnen. Auch
fiir den zeitabhéngigen Fall gibt Bondarenko Ausdriicke fiir die singuldren
Anteile der Fundamentallésung an, vgl. hierzu [29].
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Abschlielend wollen wir noch bemerken, dafl auch Choulli und Ste-
fanov in ihrem Beweis der Eindeutigkeit der Bestimmung von a und
f aus dem Albedo-Operator A die singulire Struktur der Fundamen-
tallosung der zeitabhingigen Transportgleichung berechnen und wesentlich
in dem genannten Beweis ausnutzen. Sie geben -dhnlich zu Antyufeev und
Bondarenko- explizite Formeln an, wie daraus die einzelnen Koeffizienten be-
stimmt werden konnen. Speziell fiir die Bestimmung des Dampfungskoeffizi-
enten a(z) bedeuten diese nichts anderes als die Invertierung einer Rontgen-
transformation fiir die aus den ungestreuten Teilchen erhaltenen Meflwerte.
Fiir ndhere Einzelheiten vgl. die entsprechenden Artikel [47],[10].

2.5 Streustrahlung in der Tomographie

Wir wollen hier zunichst (am Beispiel von CT und SPECT) einen kleinen
Einblick in die Behandlung von Streustrahlung in den klassischen Bereichen
der Tomographie geben, ohne dabei allzusehr in die Tiefe zu gehen. Fiir
Einzelheiten verweisen wir auf die jeweils angegebene Literatur.

Der Versuch, die in einem Objekt gestreute Strahlung fiir die Tomogra-
phie nutzbar zu machen, ist im Prinzip nicht neu. Barrett und Swindell be-
handeln in ihrem Buch [23] einige solche Ansitze und geben dazu Referenzen
an (z. B. [95]). Auch in den ,klassischen“ Anwendungsbereichen von Trans-
portmodellen in der Tomographie (wie z.B. der Computertomographie, kurz
CT, und der Single Photon Emission Computed Tomography, kurz SPECT)
tritt in der Praxis Streustrahlung auf. Deren Anteil ist gegeniiber dem zur
Bildrekonstruktion verwendeten Anteil ungestreuter Strahlung zumeist re-
lativ gering, so daf} sie in vielen Fillen einfach vernachlissigt wird. In der
Regel wird hier versucht, diese gestreute Strahlung mit Hilfe technischer
Kunstgriffe (etwa durch Energiefilterung) vor oder wihrend der Messung
von der ungestreuten Strahlung zu separieren und somit ihren Einfluf auf die
Messung gering zu halten. Da dies oftmals schwierig ist (und zumeist nicht
vollkommen gelingt), wird zuweilen versucht, ihren Beitrag auf die Messung
mit Hilfe geeigneter Modelle abzuschitzen und vor der Weiterverarbeitung
in diesen Meflwerten eine sogenannte ,,Streukorrektur” durchzufiithren. Die
Giite der Streukorrektur hingt dabei selbstverstindlich von der Genauigkeit
des zur Schitzung verwendeten Modells ab. Fiir diese und &hnliche Frage-
stellungen verweisen wir auf die Literatur, etwa [176],[140],[33],[139].

Es ist auch in den , klassischen®“ Bereichen der Tomographie méglich, die
aus der Streustrahlung stammende Information nicht einfach nur als Stérung

25



zu betrachten, sondern sie geschickt in den Rekonstruktionsmechanismus mit
einzubauen. Ein Beispiel im Rahmen der Computertomographie bietet der
(oben bereits erwédhnte) Ansatz von A. Bondarenko. In [10] stellt er gemein-
sam mit V. Antyufeev eine Methode vor, die aus dem Anteil der einfach
gestreuten Strahlung gewonnene Information zur Rekonstruktion eines wei-
teren Parameters (Ddmpfung und Streukoeffizient) zu verwenden (vgl. [30]).
Wir werden auf diesen Ansatz in der vorliegenden Arbeit noch genauer ein-
gehen. A. Welch hat im Rahmen von SPECT die Moglichkeit untersucht,
Streustrahlung in den zur Rekonstruktion verwendeten Riickprojektionsal-
gorithmus mit einzubauen (vgl. [185]). In [2] und [161] werden analytische
Ausdriicke zur Beschreibung der Streustrahlung in SPECT hergeleitet. In
diesem Zusammenhang wird angenommen (vgl. [185]), dafl der grofite Anteil
(etwa 80-90 Prozent) der in einem gebriuchlichen mit einem Energiefenster
versehenen Detektor registrierten Streustrahlung vor ihrer Detektion ledig-
lich ein einziges mal gestreut worden ist. Zur Beschreibung einfach gestreuter
Strahlung im Rahmen der Transportgleichung wird in der vorliegenden Ar-
beit ein analytischer Ausdruck hergeleitet. Hierfiir lassen sich zudem schnell
konvergierende Vorwirtsloser der Transportgleichung fiir den Einsatz in ite-
rativen Verfahren (wie beispielsweise dem ebenfalls in dieser Arbeit vorge-
stellten Riicktransportalgorithmus) herleiten (vgl. etwa [108], ,Iteration on
the Scattering Source®).

2.6 Photonentransport in der Lasertomographie

Ein vo6llig neuer Anwendungsbereich von Transportmodellen in der Tomo-
graphie ist etwa in den letzten zehn Jahren mit der Licht- oder Lasertomo-
graphie entstanden. Bei diesem Verfahren wird Laserlicht im nahen Infrarot-
bereich zur Durchleuchtung menschlichen Gewebes verwendet. Die Bezeich-
nung fiir diese Problemstellung ist noch nicht einheitlich. F.A. Griinbaum
hat entsprechend dem von ihm entwickelten Modell den Namen , Diffusi-
onstomographie® geprigt, vgl. dazu den folgenden Abschnitt. Andere Auto-
ren sprechen dagegen auch von ,optischer” oder ,NIR-Tomographie“ (,,Near
Infra-Red Tomography*), vgl. etwa [125], [45], [16]. Die Photonen vergleichs-
weise geringer Energie werden hier bei ihrem Durchgang durch das Gewebe
innerhalb einer Weglidnge von einem Zentimeter etwa an die hundert Mal
gestreut (bei einer vergleichsweise geringen Absorptionswahrscheinlichkeit).
Ein kleines Gedankenexperiment zeigt, dafl somit die Wahrscheinlichkeit fiir
ein Photon, bei der Durchleuchtung eines Objektes mit fiinf Zentimetern
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Durchmesser ungestreut in den gegeniiberliegenden Detektor zu gelangen,
bei etwa e > liegt! (Vgl. Abschnitt 5.3) Der relative Anteil von Photonen,
die ein solches Objekt ungestreut durchqueren, ist verglichen mit der detek-
tierten Streustrahlung also verschwindend gering und von dem zusétzlich
vorhandenen Detektorrauschen wohl kaum noch zu unterscheiden. Will man
also Tomographie mit diesem NIR-Laserlicht betreiben, so wird man die
yklassisch bewédhrten“ Methoden der Rekonstruktion (wie z. B. die Riick-
projektionsmethode der Computertomographie) nicht ohne weiteres iiber-
nehmen koénnen.

Im Prinzip bietet es sich hier nun an, statt der Approximation der Lsung
des Vorwirtsproblems durch den ungestreuten Anteil der Strahlung die kom-
plette Losung der entsprechenden Transportgleichung zu verwenden. Dieses
Modell wird im allgemeinen als korrekt angesehen und kann beliebig ge-
nau durch numerische Methoden approximiert werden. Wir werden in die-
ser Arbeit diesen Weg beschreiten. Ob es letztlich wirklich notwendig sein
wird, derart genau zu rechnen, wird vom Erfolg der Konkurrenzmethoden
wie z.B. der Diffusionsapproximation abhingen. Eine solche mathematische
Beschreibung der physikalischen Vorgéinge mit Hilfe der allgemeinen Trans-
portgleichung hat allerdings den groflen Nachteil, daf} letztere relativ kom-
plex ist (sie beinhaltet in ihrer zeitabhingigen Version sechs Freiheitsgrade)
und ihre numerische Behandlung somit nicht nur ausgesprochen speicherin-
tensiv, sondern vor allem auch sehr zeitaufwendig ist. Aus diesem Grunde
haben sich sehr frith sogenannte Diffusionsmethoden durchgesetzt, die alle
den Durchgang von Photonen durch ein streuendes Medium mit Hilfe einer
Diffusionsgleichung beschreiben. Diese stellt eine Ndherung an die allgemei-
ne Transportgleichung fiir den Fall starker Streuung dar. Wir werden eine
ausfiihrliche Herleitung dieser Approximation an die Transportgleichung in
Kapitel 4 liefern.

Als Standardreferenz zur Behandlung des inversen Transportproblems
in der optischen Tomographie mit Hilfe der Diffusionsapproximation wollen
wir hier die Artikel der Gruppe am UCL London um D. T. Delpy und S.
Arridge angeben ([13]-[18],[172]). Einen guten Uberblick iiber die momenta-
ne Forschung bieten die Tagungsbédnde [42]-[45],[125]. Dort findet der Leser
eine Vielzahl weiterer Referenzen.

Es ist noch nicht geklirt, ob diese Diffusionsmodelle zur Behandlung des
optischen Tomographieproblems in allen Féllen ausreichend sind. Sicherlich
wird bei der Untersuchung optisch sehr heterogener Objekte (wie z. B. dem
Kopf eines Neugeborenen) die zumindest teilweise Verwendung der Strah-
lungstransportgleichung oder vergleichbarer richtungsauflésender Methoden
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grofle Vorteile bringen. Hier sind also auch Hybridmethoden denkbar, die
sowohl die Diffusions- als auch die Transportgleichung verwenden. Im Rah-
men der Numerik der Transportgleichung sind solche Mischmodelle nicht
unbekannt, vgl. z.B. die diffusionsbeschleunigten Verfahren (,,synthetic ac-
celeration“) [108]. Wir werden in dieser Arbeit vorrangig die reinen Trans-
portalgorithmen untersuchen. Diese kénnen auch im Falle ausgesprochen
heterogener Objekte ohne Probleme eingesetzt werden.

2.7 Das Modell von Griinbaum

Ein sehr interessantes statistisches Modell fiir das inverse Transportproblem
in der optischen Tomographie hat 1989 F.A. Griinbaum vorgeschlagen und
spiter gemeinsam mit J.P. Zubelli und S.K. Patch weiterentwickelt. In die-
sem Modell wird beispielsweise ein rechteckiges Grundgebiet -&hnlich dem
in Kapitel 5, Abb.2, gezeigten- untersucht und dazu in kleine Rechtecke
(Pixel) unterteilt. Photonen werden an einer der Seiten dieses Grundge-
bietes in ein solches Randpixel injiziert und koénnen von dort ausgehend
schrittweise von einem Pixel zu einem beliebigen benachbarten weiterzie-
hen so lange, bis sie in einem dieser Pixel absorbiert werden, oder aber
das Gebiet wieder iiber eines der Randpixel verlassen. Je nach Definiti-
on des Zustandsraumes kann dieser Wanderungsprozef§ als Einschritt- oder
als Zweischritt-Markovproze8 beschrieben werden. Das Eigentiimliche ge-
geniiber den bislang beschriebenen Transportmodellen ist die Tatsache, daf§
in diesem Modell die in den einzelnen Pixeln stattfindenden physikalischen
Vorgénge zunichst einmal iiberhaupt keine Rolle spielen. Betrachtet wer-
den vielmehr lediglich die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Photonen
von jedem dieser Pixel zu einem beliebigen benachbarten Pixel, jeweils in
Abhéngigkeit der Position des zuvor durchwanderten Pixels. Es wird dabei
angenommen, daf diese einzelnen Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht von
der Startposition des Photons abhingen und sich auch zeitlich nicht &ndern.
In diesem Fall kann das betrachtete inverse Problem folgendermafien formu-
liert werden: Gegeben sei die Abbildung, welche jedem Randpixel P; und
jedem weiteren Randpixel Pj die Wahrscheinlichkeit zuordnet, dafl ein in
P; injiziertes Photon das Gebiet {iber das Pixel Py wieder verldfit. Kénnen
daraus dann simtliche Ubergangs- und Absorptionswahrscheinlichkeiten in-
nerhalb des Gebietes eindeutig bestimmt werden? Man vermutet, daf} dies
bei hinreichend grofier , Komplexitit“ der genannten Abbildung (d.h. bei
Vorhandensein hinreichend vieler voneinander unabhéngiger Daten) zumin-
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dest im Prinzip moglich sein ,sollte* (vgl. dazu F.A. Griinbaum [66]). S.K.
Patch und F.A. Griinbaum untersuchen diese und #hnliche Fragen in [66]-
[69], [148], [149]. Zur Vereinfachung der dabei auftretenden nichtlinearen
Gleichungen verwenden sie Konzepte der algebraischen Geometrie (Pliicker-
Einbettungen, Grafmann-Identitidten). F.A. Griinbaum und J.P. Zubelli be-
rechnen in [68] Konditionszahlen fiir einige explizite Beispiele. Noch offen
scheint bislang die Frage zu sein, in welcher Art die so definierten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten mit den tatséchlich ablaufenden physikalischen
Prozessen verkniipft sind. (Vgl. dazu F.A. Griinbaum [64], [65]).
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Kapitel 3

Die Born-Approximation
der Transportgleichung

Im folgenden sollen einige Rechnungen zur Bornapproximation der Trans-
portgleichung vorgestellt werden. In dem Manuskript [133] wurden bereits
die Fille durchgerechnet, in denen isotrop, d.h. nicht richtungsabhéngig,
in ein Medium eingestrahlt wird. Mit einer &hnlichen Methode sollen hier
erginzend die ebenfalls interessanten Félle gerichteter Einstrahlung unter-
sucht werden, die z.B. in der Lasertomographie und der Réntgentomographie
mit Streuung eine Rolle spielen. Es werden explizite Darstellungen der ersten
und zweiten Born-Approximationen angegeben und mit den Darstellungen
der entsprechenden Beitrdge der Fundamentallosung der Transportgleichung
bei A. Bondarenko [31] verglichen. Es stellt sich heraus, da§ die beiden Dar-
stellungen grundsétzlich dquivalent zueinander sind, wenngleich die Herlei-
tungen sich unterscheiden. Zudem werden die zahlreichen Sonderfille klei-
nerer Raumdimension durchgerechnet, die bei speziellen Quelle-Detektor-
Geometrien auftreten. Wir werden sowohl die entsprechenden zeitabhéingi-
gen, als auch die zeitstationdren Fille betrachten. Abschlieend wird kurz
auf die Situation bei isotroper Einstrahlung eingegangen.
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3.1 Vorbereitungen

Sei o € D := CP(R3? x §2 x R) eine Testfunktion im Raum aller unendlich
oft differenzierbarer Funktionen auf dem R3 x §2 x R mit kompaktem Triiger.
Die Distributionen 6(t<tp), d(z<zp) und §(6 <)) seien wie iiblich definiert
durch

Bt o) = [ [ ola,0,t0)dads, (1.1)
Bow), o) = [ [ onotds, (1.2)
(5(0 28)), p) — /R 3 /R o(z, 00,t) dtdz (1.3)

Analoge Darstellungen gelten fiir Produkte dieser Ausdriicke, z.B.

(6(t =t0)d(z <0)d(0 <b0) , @) = ¢(z0, 00, o) (1.4)

Bei der Behandlung der Stationdren Transportgleichung verwenden wir ent-
sprechend Testfunktionen ¢ € D := C°(R? x $?) aller unendlich oft diffe-
renzierbarer Funktionen auf R3 x §2 mit kompaktem Triger. Alle folgenden
Definitionen tibertragen sich auf diesen Fall in offensichtlicher Weise.

Seien nun 6,0' € S? gegeben. Mit Ej (z) bezeichnen wir die Projektion von
z auf die zu 6 orthogonale Ebene 6

r=r0+zmitzeft = Ef(z) =z

Fiir 6 # +6' sei Eole,(m) entsprechend die Projektion von z auf den eindi-

mensionalen Unterraum des R?, welcher zu der durch 6 und o' aufgespannten
Ebene senkrecht steht, also

z=r0+s0 +z mitz edtnot = E';‘ef(a:) =z.
Wir definieren nun die Distribution §(Ej (z)) durch
($(Bf (2)), @) = / / / (76,8, t) drdfd. (1.5)
R /s2 JrR

Hierbei ist d7 das Linienelement in Rf. Der Tréger dieser Distribution be-
steht also aus einem vierdimensionalen Unterraum R x S? x R im sechsdi-
mensionalen (um die Zeitdimension erweiterten) Phasenraum R? x S% x R.
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Analoges gilt fiir den stationiiren Fall $ € D. Wir werden in diesem Ka-
pitel durchweg vom Phasenraum schlechthin sprechen, wobei dieser im
zeitabhingigen Fall jeweils um die Zeitdimension erweitert gedacht werden
soll.

Weiter definieren wir fiir § # 46" die Distribution 6(E0L79, (z)) durch

(6(Byy (@), o) = /R /S 2 /E o(z,0,t) dodddt. (1.6)

Dabei ist do das Flichenelement in der durch 6,0 aufgespannten Ebene ¥

Y =%06,0):={zcR® z=r0+s0,r,scR}. (1.7)

Das Fliachenelement ist z.B. bei der in (1.7) verwendeten Darstellung z =
6 4 s6' gegeben durch

do = |0 x 0'|drds. (1.8)

Der Tréger von 5(E0Le, (z)) ist ein fiinfdimensionaler Unterraum R x $% x ¥

im sechsdimensionalen Phasenraum R x S? x R3.
Allgemeiner definieren wir die affinen Unterrdume

£(20,6,0) = 2o + £(6,6) (1.9)
= {mER?’,m:m0+r0+39’,r,s€R}.

Sie spielen eine wichtige Rolle in der Beschreibung einfach gestreuter Strah-
lung. Diese Hyperebenen sind die Tréger der Distributionen ¢ (E;-G, (z©xp)),

welche durch Translation aus den ¢ (EoLo’ (z)) hervorgehen. Ihre Flichenele-

mente kénnen ebenfalls durch (1.8) beschrieben werden. Mit (1.8) bekommt
(1.6) die explizite Darstellung

(O(BLy (), 9) = / / / / o(rf + 56,6,4) |6 x 0| drdsdfdt. (1.10)
’ RJ/JS2JRJR
Entsprechendes gilt fiir (5(Ejo, (z <)), @)-

Wir wollen nun zwei fiir das Folgende niitzliche Formeln herleiten.
a.) Sei fiir 6 # 6’

y=r0+s0 +z mit zeb no*. (1.11)
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Dann gilt

also

(g S8 Eiy ). )

1 . , _
/R/S2 /R/R 0% 6] o(r) p(rd 4 56 ,0,t) |0 x 0 | drdsdfdt

/R /52 /R o(s6',0,t) dsddt
(6(Ey (), @),

b.) Haben wir die Darstellung

y =710+ 2z mit zebt

gegeben, so folgt

also

(6(r) 5(E9L(y)), p) = /R/S2/R (5(r)g0(7"0,0~,t) drdddt

— / ©(0,0,t)dodt = (8(y), ¢),
R JS2

8(y) = 8(r) 8(Eq (y)).

Ahnlich beweist man die bekannten Darstellungen

g(t)é(t) = g(0)s(t),
"t = /+°° h(ty St)h(t Sto)g(t)dt,

to —0o0

wobei g irgendeine stetige Funktion und h die Heavisidefunktion ist.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Anmerkung: Die in den Formeln a.) und b.) auftretenden Produkte del-
taférmiger Ausdriicke (Distributionen bzw. verallgemeinerte Funktionen)
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machen Sinn im Rahmen der Theorie der Distributionen und der verallge-
meinerten Funktionen. Insbesondere sind sie wohldefiniert. Alle hier verwen-
deten Eigenschaften und Rechenregeln fiir Distributionen findet der Leser
in dem Werk [61] von I.M. Gelfand und G.E. Shilow oder in [143] von V.

Palamodov.
Wir wollen im folgenden immer

supp (b) C Q

voraussetzen, um nicht in einen Widerspruch zu den geforderten Randbe-
dingungen zu kommen.  sei dabei ein kompaktes, konvexes Gebiet im R?
mit Rand 0€2. Weiter definieren wir die Mengen , + durch

y+ = {(z,0,t) € xS xRy, +v(z)-6>0},

wobei v(z) die duflere Normale auf 9Q im Punkt z bezeichnet. Die entspre-
chenden Mengen fiir den stationiren Fall bezeichnen wir wieder mit , 4.
Wir gehen im folgenden immer davon aus, dal das System (a,bn) zuldssig
im oben definierten Sinne ist. (Vgl. Abschnitt 2.2.)

3.2 Die Born-Approximation der Lasertomogra-
phie

3.2.1 Die zeitabhingige Transportgleichung

Wir betrachten die Transportgleichung in der folgenden Form:

%+0-Vu(a:,0,t)+a(a:)u(a:,0,t) = b(m)/ 1n(e-e’)u(x,e’,t)de’+q(m,9,t)
Sn—
(2.17)
in Q x S x R, mit den Anfangs- und Randbedingungen
u(z,0,0)=0 in QxS"L, (2.18)

u(z,0,t) =0 auf , _.

Als Quelle g(z,6,t) stellen wir uns einen Laser vor, der zur Zeit t = 0
einen kurzen Lichtblitz am Ort zy € 02 in Richtung 6y in das Medium
schickt,
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q(z,0,t) = §(t)d(z <x0)d(0 <b)). (2.19)

Dies entspricht einem Standardfall der Lasertomographie. Die Verteilung
u(z,0,t) stellt bei dieser Quellform eine Distribution dar.

Wir wollen das Problem in der Bornschen Naherung l6sen. Dazu be-
trachten wir zunédchst den Fall b(z) = 0.

% +60-Vu(z,0,t) + a(z)u(z,0,t) = q(z,0,t) (2.20)
u(z,0,0)=0 in QxS (2.21)
u(z,0,t) =0 auf , _. (2.22)

Mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens fiihrt man diese Differentialglei-
chung in die folgende Integralgleichung iiber (Vgl. Case und Zweifel [38],
Bell und Glasstone [24])

t
w(z,0,t) = expl{e / a(z + 0(r &t))dr} u(z <6t,6,0) (2.23)
0
t t ! ! !
+ / exp{e / a(z + 6(r t)dr) q(z + 0(r t),0,7 )dr .
0 T!
Der erste der beiden Summanden in (2.23) gibt den Beitrag zu u(z, 0, t)
aus den Anfangsdaten an. Dieser ist hier identisch Null, da u(z,8,0) = 0 auf

Q x S~ vorausgesetzt wurde. Der zweite Summand gibt den Beitrag aus
dem Quellterm ¢ an. Dieser wird uns im folgenden besonders interessieren.

3.2.2 Der ungestreute Anteil
Wir betrachten nun (2.23) fiir den Fall

q(z,0,t) = §(t)0(z <xo)d(0 b)) (2.24)

und beriicksichtigen, da§ nach (2.18) u(z,6,0) = 0 gilt. Nach (2.23) folgt
dann fiir u(z,0,t) die Darstellung:

t t , , ,
u(z,0,t) = /0 exp{e /T a(e+0(r ot))dr) (e +0(r ©1),0,7)dr. (2.25)
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Sei z <xy = 7 + z mit z € . (2.25) nimmt dann die Form an:

u(z,8,t) = /0 L exple / t a(zo + O(r + 7 1) + 2)dr}  (2.26)
5(r0 +z +0(r =t))8(0 <6p)8(7 ) dr .

Es gilt §((r +7 <t)0 + 2) = 6(r + 7 <t)d(2) nach Formel (1.14).
Weiter gelten: g(7 ) 8(7) = g(0) (7 ),

/ g(F)6(r +7 ot s(r)dr = / 9(0)8(r + 7 =) §( ) dr,
/t g(T’) dr = /+oo h('r’) h(t <:>'r’) g(T’) dr .
0 —00

Wendet man dies auf (2.26) an, so folgt

u(z,0,t) — /_ +: exp{e /0 “a(wo +0(r + T 1) + 2)dr}
§(r+7 ot)8(2)8(0 ©0)6(7 ) h(T ) h(t =7 )dr
— exple /0 ol + 6(r + 7 ot))dr}
8(r <5t) 6(2) 6(8 <64) h(t 1) h(r).

Beachten wir nun, dafl z = EgL (z &), EgL = Projektion auf den Orthogo-
nalraum zu @, und r = (z ©xg) - 0 ist, und nennen wir die Lésung ug(z, 0, t),
so haben wir gezeigt

uo(z,0,t) = exp{<:>/0t a(z + 0(1 <t))dr} §((z xp) - 0 &t) (2.27)
8(Ey (x ©x0)) 6(6 <6p) h((z <) - ).

Dies ist gerade die von der Quelle ungestreut bei (z,6,t) ankommende Strah-
lung.
Fiihren wir die Schreibweise

play) = exp{es [ a(@)da)
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ein, wobei das Integral iiber die Verbindungsstrecke von x nach y zu nehmen
ist, so folgt mit (2.27) das

Lemma. Die ungestreute Strahlung uo(z,0,t) von (2.17)-(2.19) ist gegeben
durch

uo(z,0,t) = plzo,z)d((x ©xg) -0 ©t) §(Ef (x <x0)) (2.28)
§(0 <6p) h((z o) - ).

Trager dieser Distribution ist eine eindimensionale Mannigfaltigkeit im
sechsdimensionalen Phasenraum.

3.2.3 Die Bornsche Niherung
Wir betrachten wieder die Transportgleichung (2.17)

@Jro-vu(x,e,t)m(m)u(m,9,t) = b(m)/ n(0-6')u(z, 6 ,t)dd +q(z,0,t).

at S’n—l
(2.29)
(2.29) ist formal von derselben Gestalt wie (2.20), wobei jetzt das
Streuintegral ebenfalls als zum Quellterm zugehorig aufgefait wird. Fiir die
Losung von (2.29) kénnen wir die dort hergeleitete Darstellung (2.23) bzw.
(2.25) iibernehmen, diesmal jedoch mit g(z + 6(7 <t),0,7 ) ersetzt durch

(e +0(r ot),0,7) + blz+0(r @t))/ 0(0-0)ule+6(r ot),6,7)de
sn—

Setzen wir dies in (2.25) ein, so liefert der erste Summand des Quellterms
wieder ug(z,0,t), wihrend der zweite eine implizite Form besitzt

w(z,0,) = u(w,0,t) + /Otexp{<:>/:a(a:<:>0(7'<:>t))d7'} (2.30)

[b(m +0(r 1)) /S (00l + 0 o0),0,7)ad | dr'

Die Bornsche Ndherung besteht nun darin, in diesem zweiten Summanden
statt des unbekannten wu(...) die bekannte Funktion wg(...) einzusetzen.
Dies entspricht der Bertiicksichtigung von genau einmal gestreuter Strahlung
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durch den Integralausdruck. Zudem wird der ungestreute Anteil natiirlich
durch den ersten Summanden ug(z,,t) mit beriicksichtigt.

Anmerkung: Man kann diese Bornsche Ndherung auch als die Summe der
ersten zwei Terme einer Entwicklung der Losung der Transportgleichung in
eine Neumann-Reihe auffassen. Insofern entspricht sie genau den ersten bei-
den singuldren Termen der Fundamentallosung fiir die Transportgleichung,
wie sie z.B. von A. Bondarenko hergeleitet wurde. Allerdings ist die Art der
Darstellung hier etwas verschieden von der bei Bondarenko.

Wir berechnen nun diesen einmal gestreuten Anteil (bezeichnen wir ihn
mit u; (z,,t)), indem wir ug(z +0(r <t),0,7 ) aus (2.27), (2.28) in (2.30)
einsetzen.

u(2,0,8) = /0 Lexple / alz + 6(r st))dr} bz + 0 ©1))

/ 080 exp{e / a(z +0(r st) + 6 (r o7))dr)
Sn— 0
S(Ey(z +0(r ©t) o))
5(0' ©00)6(r <(x+0(T ot) on)-0)
h((z 4 0(r ot) oz -0') do dr . (2.31)
Setze nun z<zg = ré+r 6 +2z , und Ealo’ sei die Projektion auf den ein-
dimensionalen Orthogonalraum zu dem von 6, 6 aufgespannten Unterraum
(also z' = E;-G,(:L‘ <xg))- Dann gelten:
() S(Ef(z+0(r &t) o) = §Ef(r+17 St)0+r6 +2))

1 ' '
= m&(’r —+ T @t)(S(Z )

nach der Formel (1.12), wobei |#' x 8] = |sin Z(,6')| den Betrag der Projek-
tion von @ auf den zweidimensionalen Orthogonalraum EBL, von 6 angibt.

(i) O[(z+0(r ot)xe)-0 7] = S(r+7 ot)0-0 +r0 -0 o)
= d[(r+ T <t)0 - 0 +r <:>'r’],
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und analog

(ii5) h((z +0(r ot)exy)-0)=h((r+7 <t)0-60 +71).

Wir setzen hier zundchst einmal 6 # +6' voraus. Der Fall § = +6' wird
weiter unten gesondert behandelt.

Fiihren wir die Winkelintegration durch, so bekommen wir fiir §' wegen
des Faktors §(f' <8y) nur einen Beitrag bei ' = 6. Fiihren wir zudem
die 7 -Integration durch, so ist wegen des 6(7" + r <t) nur der Beitrag bei
7 =t <r von Null verschieden. AuBerdem wird wieder die Identitét

t ! ! +00 r ! r !
/ g(r)dr :/ g(F Y h(t o7 Vdr
0

—00

verwendet. Damit bekommen wir aus (2.31),(i),(ii) und (iii)

ui(z,0,t) = exp{e t a(z + 0(1 <t))dr}b(z + 6r)

t—r
t—r
n(6 - 8y) exp{e> / a(z S0 + 0o (r + 1 ot))dr)
0

!

——_5(z ) h(t o1 <r)h(r)
h(t <r) h(r). (2.32)

Hier ist nun also z <zg = rf + 7 0y 4+ 2z mit 2 = Ej-’eo(m &) zu setzen.
Der singuliire Term §(r + r <t) liefert uns eine Laufzeitbedingung. 6(z)
schrinkt die Betrachtung auf die durch 6,6, aufgespannte Ebene ein (vgl.
Abb.1).

Setzen wir also 1 = z <0r = gy + r'00, wobei 7 und r’ gerade so zu wihlen
sind, daf} r + r =t erfiillt ist, so erhalten wir die Darstellung

wi(z,0,t) — exp{e / a(3)di)} exp{e / a(#)d5} b(z1) (0 - 60)

(5(E9l,00 (z &)
|0 X 90|
h(t <) h(r). (2.33)

!

h(t <r<r ) h(r')

5(r' +r ot)

Damit gilt das
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Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (2.17)-(2.19) ist fiir 8 # +6y
gegeben durch

(5(17]9%00 (z &)
|0 X 00|
§(r' 4+ r<t)h(r) h(t <r) h(r) (2.34)

Ul(ma H,t) = p(mﬁv 331) P(ml, m) b(ml) 77(0 : 00)

mit r = m0+r’00+r0+z’

!
und 1 = xo+ 76

Trédger dieser Distribution ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit im
sechsdimensionalen Phasenraum.

Die Heaviside-Funktionen liefern nur dann einen Beitrag, falls
7",7"’ >0, r<it, r+r <t,

was den physikalischen Gegebenheiten entspricht.
Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen in dem

Satz. Die Born-Approximation von (2.17)-(2.19) lautet fiir 8 # +6q

UB(:E, 03 t; o, 90) = UO("Ea 97 t) + Ul(-’E, 97 t)a
wobei ug(z,0,t) durch (2.28) und uy(z,0,t) durch (2.34) gegeben sind.

Die Gréflen 7 und r' lassen sich explizit aus zy und 6y berechnen: Durch
Projektion der Darstellung « <z = r 0y + 70 + 2z auf 6 und 6, folgt wegen
# 1 {6,6p} durch einfaches Auflssen nach r und r':

o= ;72{(3: S) - (60 S10]},
_ Klfﬂ{(x@xo)-wﬁv%]}, (2.35)

mit v = 6 - 6y. (Vgl. auch Abschnitt 3.6.)
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Abb.1

3.2.4 Der kollineare Fall 8 = +6,

Wir behandeln zunéchst den Fall 6 = 6.
Setze dazu z <xy = rfy + Z. Es gilt

85(6" ©60) 8(Ey (z + 0(1 ©t) <))

= (0 ©00)0(EL((r+7 o)y +2)

= §(6' =6p)d(z),

56 =00)8((z +0(r ot) oaq) -0 =1)

= §(6 ©0p)6((T t+1r)8 -0y 1)
= §(6 <) 6(r st),
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sowie

56" ©0p) h(r =(z+0(r ot)om)-0) = (6 <) h(t o),

56" <00 h((z + 0(r ot) ©wx0)-0) = 60 <0)h(r +1 =t).

Damit folgt aus (2.31) fiir 8 = 6y

u(z,0,t) — / ™ exple / (e + ol ©1)dr)

exp{e /0 " (@ + 0o (r ot))dr} bz + 0o( 1)) n(1)
5(r =t)8(2 ) h(r &1 <t)h(t <r)h(r )t <7 ) dr

400 t '
_ / exp{e /0 a(z + 0o (r <))dr) bz + 6o( =t))n(1)

o0

h((z <o) - 6o) (5(E’é(‘) (x ©x0)) 0((z o) - 6y &)
h(r ) h(t &1)dr (2.36)

mit d(ret) = §((z ) - O St),
i(z) = J(Eé)(a: Sxp)).-
Der Term h((z <o) - 0p) ist aus physikalischen Griinden in die Darstellung
mit aufgenommen worden, da der Alternativfall hier mit negativen Zeiten
t < 0 einhergehen wiirde. (Dies folgt aus dem Term §(r <t): Wegen t > 0

wird ein nicht verschwindender Wert nur fiir r = (z <) - 6y > 0 geliefert.)
Wir erhalten also fiir 6 = 6, das

Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (2.17)-(2.19) ist fiir 6 = 6y
gegeben durch

ui(e,6,8) = p(oo,a) ([ H@)dD) n(1) (o a0) - )
§(Ey (z ©x0)) 0((z o) - by ©t). (2.37)

Trager dieser Distribution ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit im
sechsdimensionalen Phasenraum.
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Wir betrachten nun den Fall 0 = <#,.
Wir setzen wieder z <z = rfy + z in (2.31) ein. Diesmal folgt mit

S(Eg((r+term)by+2)) = §2),
S[(r+ter )by -7 = 6(r+te2r)

die Darstellung

ur(z,0,t) — /0 *exple / alz ehy(r o1))dr} bz So(r ©1))

!

n(e1) exp{e /0 " a(z (7 ot) + bo(r o7 ))dr}

8[(ry + 2 =0p(r ©t)) -0y =7 |8(Eg (rby + 2 ©by(1 1))
Wt < (ry + 2 <bp(T <t)) - b))
h((rfo + 2z =0u(r <t)) - 6p) df dr

= /+Oo exp{<:>/; a(z + Oo(t <7)dr}

exp{e /0 "l + Oyt + 7 27 ))drib(e + Bo(t 7)) n(el)
8(r+t=27)8(z )h(r +t o7 ) h(r ) h(t &7 ) dr .

Ausfiihren der Integration iiber 7 liefert dann schlieBlich

r+t

ui(z,0,t) = exp{<:>/ a(z + 0y(t ©1)dr} exp{<:>/ ’ a(z + Op(T <r))dr}
b(a -+ b ?T)n(©1)5(zl) MRS, (2.35)

mit r = (z <) -6 und 2’ = E(ja(m Sxp)-
Bezeichnen wir nun
(t &(z &x0) - 6o)

=T+ 5 b =z + 9 to,

so erhalten wir das
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Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (2.17)-(2.19) ist fiir 0 = <6y
gegeben durch

ui(z,0,t) = p(zo,z1) p(z1, ) b(e1) n(=1) (2-39)
(5(E’é) (x ©x0)) h(t + (z <mp) - 0p) h(t &(z <o) - Op).

Trager dieser Distribution ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit im
sechsdimensionalen Phasenraum.

Dabei liegt 1 nicht zwischen zy und z, d.h. die beiden Integrale kénnen
nicht zusammengefafit werden! Zudem beachte man, dafl diesmal keine Lauf-
zeitbedingung mittels einer entsprechenden 4-Funktion auftritt, was dar-
aus resultiert, dafl bei gegebenem x und ¢ sich immer ein Umkehrpunkt
z1 == T + 3(t ©(z ©x0) - 09)0 finden liBt, bei der die Flugzeit gerade
,passend“ ist.

Interessant ist es iibrigens, sich einmal die beiden Méglichkeiten aufeinan-
derzu gerichteter Richtungen 6 = <f, zum einen und voneinander abgewen-
deter Richtungen 6 = <4y zum anderen vorzustellen, welche beide von der
hier gegebenen Darstellung erfaflt werden. Im ersten Fall wird der Zielpunkt
genau einmal passiert, bevor er erreicht wird, im zweiten Fall wird erst noch
einmal der Quellpunkt durchlaufen, bevor das Teilchen dann bei z mit der
korrekten Richtung 6 eintrifft.

Fiir den kollinearen Fall erhalten wir somit den

Satz. Fiir @ = +6, lautet die Born-Approximation von (2.17)-(2.19)
'U'B(ma 0,t; zo, 00) = UO(mv 0, t) + ul(mv 0, t)7

wobei ug(z,0,t) durch (2.28) und u;(z,0,t) im Falle 8 = 6y durch (2.37),
im Falle § = <8, dagegen durch (2.39) gegeben sind.
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3.3 Die Born-Approximation der Computerto-
mographie

3.3.1 Die stationire Transportgleichung

Hier stellen wir uns einen gerichteten Rontgenstrahl vor, der fiir eine hin-
reichend lange Zeit durch einen Koérper geschickt wird. Nach einer kurzen
Ubergangsphase wird dieser stationér sein und wird sich somit durch die ent-
sprechende stationédre Transportgleichung beschreiben lassen. (Dieses funk-
tioniert natiirlich ebenso mit einem kontinuierlichen Laserstrahl, der durch
ein streuendes Medium gestrahlt wird.)

Wir betrachten also die stationdre Transportgleichung

0 - Vu(z,0) + a(z)u(z,8) = b(z) /Sn_l n(0 -6 )u(z,0)do' + q(z,0) (3.1)

in Q x $"~! mit der Randbedingung

u(z,0) =0 auf , . (3.2)

Als Quelle geben wir vor

q(z,0) = 0(x &x0)d(0 6)). (3.3)
Die zu (3.1), (3.2) zugehorige Integraldarstellung lautet fiir b =0

u(z,0) = /0 4z =8, 60) exp{e /z zsea(fz)dz}ds. (3.4)
Mit (3.3) folgt

0 0
u(z,0) = /0 d(z 50 <x0)i(0 <6)) exp{<:>/s a(z ©1l)dr}ds. (3.5)

Setzen wir wieder z <z = rf + z mit z = Ep(z ©xg), r = (x Sx0) - 0, so
bekommen wir

+00 0
w(z,8) — / h(s)&(r<:>s)5(z)5(9<:>90)exp{<:>/s a(z <780)dr} ds

— 00

0
= 5(2)8(0 - 6p) exp{<:>/r a(z 70)dr} h(r)
0

= §(Ep(z ©x0))d(0 <) exp{e o—so)d a(z ©10)dr} h(r).
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Nennen wir diesen ungestreuten (b = 0) Anteil ug(z,0), so haben wir also
das

Lemma. Die ungestreute Strahlung von (3.1)-(3.3) ist gegeben durch

uo(z,0) = 8(E; (z ©20)) 8(0 <6p) h((z =) - 0) p(xo, z). (3.6)

Tréger dieser Distribution ist eine eindimensionale Mannigfaltigkeit im fiinf-
dimensionalen Phasenraum.

3.3.2 Die Born-Approximation

Betrachte nun die allgemeine stationidre Transportgleichung (3.1) mit
q(z,0) = §(z ©x0)d(0 <6y) und fasse die gesamte rechte Seite formal wie
schon im zeitabhingigen Fall als Quellterm auf. Mit (3.6) folgt dann

u(z,0) = wo(z,0) + /Ooo exp{<:>/80 a(z &70)dr}

bz <56) / (8 Sho)u(z 56,0)dd ds. (3.7)
Sn—

Die Bornsche Niherung bekommen wir wieder dadurch, da wir in dem
Integralausdruck das unbekannte u(z <s6,60') durch den ungestreuten An-
teil ug(z <56,0') ersetzen. Bezeichnen wir diesen neuen Integralterm mit
ui(z,0), so gilt also

ui(z,0) = /000 exp{@/0 a(zx ©70)dr} b(z <s6)
8
/S (8-6) 8(Ej (x50 20)) 6(6' ©60) h((z <56 Sao) - 6)
exp{ / " (@)dz) b ds. (3.8)
zo
Setze nun z <y = rf +r 0 + 2 mit 2 = E;:o’ (z ©xg) = Projektion auf
den zu 6,6’ orthogonalen Unterraum. Wir setzen zunédchst einmal wieder

0 # +60' voraus und werden die Fille § = +6  gesondert betrachten.
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Dann schreibt sich (3.8) als

i (z,0) = /0 Y exple / " o r0)dr} bz <50)
/SH n(0-0)3(ES((r <s)0+1'0 +2))8(6 <)
W((r=s)0+7'6 +2)-6) exp{e / 9 o(3)di)} df ds.
- /0 oz 50, 7) p(z0, 7 <56) bz <50) n(6 - 6)
3(Eg ((r<s)0+160p+2 ) h((rs)0-0o+r)ds.  (3.9)

Wegen |6 x 6| # 0 konnen wir nun Formel (1.12) auf den Delta-Ausdruck
in (3.9) anwenden. AnschlieBende Integration iiber s liefert schlieBlich das

Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (3.1)-(3.3) ist fiir 8 # +6q
gegeben durch

ui(z,0) = p(zo,z <r0)p(x <rl, z) bz <o)
§(E+, (z ez ,
(0 60) "|’;°>(< g‘j Dy yhr). (310

Tréger dieser Distribution ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit im fiinf-
dimensionalen Phasenraum.

Auch hier gilt wieder

, 1
P 1@72{(1‘ &) - [6p 0]},
1
= 3 prow: {(z ©x) - [0 760},
f)/ = 0 . 00

Das gleiche Resultat hétten wir auch einfacher durch Integration von
(2.33) iiber die Zeit ¢ bekommen konnen. Insgesamt gilt also fiir die Born-
Approximation der Stationdren Transportgleichung der
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Satz. Die Born-Approximation von (3.1)-(3.3) lautet fiir 6 # +6,

UB(:E’ 0’ o, 00) = UO(J:7 0) + Ul(l‘, 0)7
wobei ug(z,0) durch (3.6) und ui(z,0) durch (3.10) gegeben sind.
Dieses Ergebnis stimmt grundsitzlich mit den ersten beiden Termen der
von Bondarenko [31] berechneten Fundamentallésung der Stationdren Trans-

portgleichung iiberein. Die Art der Darstellung ist dort allerdings eine an-
dere.

3.3.3 Der kollineare Fall 6 = 6,

Wir gehen aus von der Gleichung (3.8) und setzen x <xzy = rfy + 2z mit
7 = Eéa(m &xg). Es folgt fiir uy(z,0) die Darstellung:

ui(z, )

/0 Texple [ a(@)dE) bz <s00) (6 - 6o)

z—s6g

x—s6p
exp{e /m  a(@)i)
8(Eg. ((r<8)80 + 2 ) h(((r 5)8p + 2) - 6o)

+00 T z—s6p
— / exp{<:> a(fz)diz} eXp{@/ a’(ij)dij}
6o 0

o0

b(z <s00) n(1)8(2) h(r <s) h(s) ds (3.11)
Wegen h(r < s)h(s) = h((x ©xo) - 0y < s)h(s) liegt der Punkt z < s6)

zwischen zy und z auf deren Verbindungslinie. Deshalb kénnen die beiden
Exponentialterme zusammengefafit werden. Wir erhalten

w(z,0) = /Jrooexp{(:)/:a(iz)diz}b(m@300)77(1)

— 00

(5(E’é) (x ©xp)) h((z ©mo) - Op <) h(s)ds.

Es gilt also das
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Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (3.1)-(3.3) ist fiir 8 = 6 ge-
geben durch

w(z,0) = plzo,z) (1) / b(i)di
6(Eé)(m <x0)) h((x ©mp) - 6)). (3.12)

Trédger dieser Distribution ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit im
fiinfdimensionalen Phasenraum.

3.3.4 Der kollineare Fall 8 = —0,

Wir setzen wieder z <z = 7y + 2, 2 = Ej (z <x0). In (3.8) setzen wir
0 = <#f, und fiihren die #'-Integration aus. Wir bekommen:

wi (z, 0) /Oooexp{<:> " a(#)dF) b(e + s60) n(<)

z+50g
z+50g
exp{<::>/ac ' a(Z)dz} ds
O(Egy ((r +5)80 + 2 ) b (((r + )0+ 2') - 6

+oo z z+s6o
= / exp{& a(z)dz} exp{<:>/m a(Z)dz} b(z + sbo)

—00 z+s6o 0

n(<1)8(2 ) h(r + s) h(s) ds.

Es folgt also das

Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (3.1)-(3.3) ist fiir 6 = <6
gegeben durch

+00
w(z,0) = / p(0, 7 + 580) p(z + 500, 2)b( + 560) n(<1)

—00

§(Ey (z ©x0)) h((z ©m0) - 6o + s) h(s)ds. (3.13)

Trager dieser Distribution ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit im fiinf-
dimensionalen Phasenraum.
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Auch dieses Ergebnis hitte man durch Integration der zeitabhingigen
Darstellung (2.39) iiber die Zeit ¢ bekommen kénnen. Die beiden Heaviside-
Funktionen stellen sicher, dafl der Stofprozess nicht zwischen zy und = statt-
findet, was keinen Sinn machen wiirde. Da die Zeitabhingigkeit eliminiert
wurde, ist es unwesentlich, wo auflerhalb dieses Verbindungsstiickes von z
und z dieser Stof} stattfindet, was durch die Integration iiber s ausgedriickt
wird. Auch hier kénnen die beiden inneren Integrale nicht zusammengefafit
werden. Wir bekommen somit den

Satz. Die Born-Approximation von (3.1)-(3.3) lautet fiir 6 = +6,

UB(maa;x(]aaO) = UO(J:70) + ul(£70)a

wobei ug(z,0) durch (3.6) und uy(z,0) im Falle § = 6y durch (3.12), im Falle
6 = <y dagegen durch (3.13) gegeben sind.
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3.4 Die zweifach gestreute Strahlung

3.4.1 Die zweite zeitabhingige Born-Approximation

Zuweilen interessiert man sich in der Praxis auch fiir die zweimal gestreute
Strahlung. Diese entspricht dem dritten Term der Neumann-Reihe, bzw. dem
dritten Summanden in der zweiten Born-Approximation. Hier wird iterativ,
nachdem man die erste Born-Ndherung berechnet hat, diese noch einmal in
die Integralgleichung eingesetzt und somit eine bessere Approximation an
die tatsdchliche Losung gewonnen.

Wir wollen auch diesen Fall hier kurz durchrechnen, ohne dies allerdings
bis in die kleinsten Einzelheiten zu tun. Insbesondere werden wir nicht sdmt-
liche auftretenden Sonderfille behandeln kénnen. Auch hier werden wir uns
wieder auf den Fall dreier Ortsdimensionen beschridnken, mit der Anmer-
kung, dafl auch fiir zwei oder héhere Dimensionen analoge Aussagen nach-
gewiesen werden konnen.

Es sind wieder einige geometrische Fallunterscheidungen zu treffen in
Abhingigkeit von den Streurichtungen und deren linearer Unabhéngigkeit.
Wir beschridnken uns dabei zunichst auf den Fall, dal Ausstrahlrichtung,
erste Streurichtung und zweite Streurichtung (= Detektionsrichtung) den
gesamten Raum aufspannen, also linear unabhéngig sind:

R® = span{6y, 6 ,6}.

Die anderen Fille kleinerer Raumdimensionen werden gesondert betrachtet.
Wir verwenden weiterhin die Bezeichnung

p(z,y) == exp{<:>/zy a(z)dz},

wobei das Integral iiber die Verbindungsstrecke von x nach y zu nehmen ist.
Damit lautet nun die Integralgleichung der zweiten Born-Ndherung

u(z,0,t) = uo(m,é?,t)+/Otp(m@H(t@T’),m)b(m@G(t(:w’))

{100 0)luo(z <0t &7),0',7) + w(e <0t <7),0,7)

o'} dr (4.1)
= wug(z,0,t) + ui(z,0,t) + ua(z,6,t).
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Der erste Integralterm mit ug unter dem Integralzeichen liefert gerade
wieder uq(z,0,t), wogegen der verbleibende Term us(x, 6,t) als zweimal ge-
streute Strahlung neu zu berechnen ist.

Wir iibernehmen die Darstellung (2.33) fiir u; (z <0(t 7 ),6', 1)

u(zofter )0, 1) = plo,zo0t ot ))bz)n -6) plz,z1)

' ' 1 '
(5(7’ +r T ) W (5(E;;)’01(5L' <:>0(t =T ) <:>$0))

Wt <rer ) h(r) (T <r)h(r), (4.2)

mit z SO(t<T) =20 +7 00 +70 + 2, 2 =x0 +7 6), 6 # +b).
Hierbei gilt, wie oben gezeigt wurde

1 ! !
ro= 1 <:>’Y2{(a: SOt 1) o) - [0 <76}
1 ]_ ! !
r = 1@72{(95 St 1) ) - [0 0]},
v = 6 -6

Setzen wir dies also in (4.1) ein, und fithren wir die 7 -Integration dabei so-
fort aus, d.h. ersetzen wir wegen des 5(7"' +7"<:>r') den Integrationsparameter
7 durch r + 7', so folgt

6-9)
o
|90 X 01|

§(By, o (z £6(t v or') Szo)) h(r ) h(r)do' . (4.3)

us(z,0,t) = plzO(teror),z) bz <o(tsror)) L7
s

p(z1,z <0(tr <:>7")) b(z1) n(@l - 6o) p(zo, z1)

Um diesen Ausdruck weiter zu vereinfachen, beriicksichtigen wir nun unsere
Voraussetzung R3 = span{6y, 9',9} und schreiben z <y wie folgt

TSz = 80 + 50 + 3”90.

Diese Darstellung ist eindeutig. Wir erhalten

3(By g (w8t r o) Sm0)) = 6(Ey y((sSt+r+7)0+56 +356)))
= (B, y((sot+r+71)0)).
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Offenbar ist aufgrund der Eigenschaften des Vektorproduktes e := -20x¢

T 16ox6|
im R? eine Einheitsbasis von Bild(EeiO )+ Somit gilt

’ 6 Xgl
L _ 0
E9079,((s<:>t+7‘+7‘)9) = (s@t+r+r)|ooxel|.

fe, .

Anschaulich kann (g x6')-6 als Volumen des dreidimensionalen von 6y, 6
und 0 aufgespannten Parallelepipeds interpretiert werden. Dieses ist ungleich
Null nach Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit. Somit vereinfacht
sich der Delta-Ausdruck zu

(Box6)-0), |6 x6|
st trtr) =T ) = [ x0)-0)

S(set+r+7).

Es resultiert das folgende

Lemma. Die zweifach gestreute Strahlung von (2.17)-(2.19) ist gegeben
durch

uz(z,0,t) = plz<o(ter <:>7"), z)b(z <0(t or <:>7"’))
[, 168 plar,z (o1 1)) bla) n(d' - 60) p(ao,a1)
m S(t(r+7 +8) h(r)h(r' Y h(s)do.  (4.4)

Wir haben in (4.4) aus physikalischen Griinden wieder h(s) ergidnzt, da sonst
negative Zeiten durch das verbleibende Dirac-Delta einen Beitrag liefern
wiirden, was wir hier ausschliefen mochten.

Die z;-abhéngigen Terme kénnen nicht ohne weiteres aus dem Integral her-
ausgezogen werden, da sie streng genommen 6 -abhingig sind: zu verschie-
denen #' kénnen unterschiedliche z1(8') gehoren.

Genauer ist die einzige Einschrinkung (Singularitit), die uns bleibt, die
Diracfunktion in der Zeit. Von jedem Punkt der Halbgeraden xzg + r'90,
ro> 0, kann man durch Wahl passender Winkel 6" die Halbgerade z < s0,
s > 0, erreichen, und somit den Punkt (z,6).

Man erwartet also, daf3 im stationdren Fall diese Singularitit verschwindet,
da kontinuierlich eingestrahlt wird und jeder der von der Diracschen Delta-
funktion gewiinschten Zeitpunkte somit vertreten ist (Integration iiber die
Zeit).
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Wir wollen hier also wirklich einmal den bereits frither als Alter-
native gefundenen Weg beschreiten und die entsprechende zweite Born-
Approximation im stationidren Fall durch einfache Zeitintegration der Nihe-
rung im zeitabhingigen Fall berechnen

us(z,0) = / " a6, 1) . (4.5)

— 00

Die Deltafunktion in (4.4) bewirkt hier ein Ersetzen von ¢ durch r + 7 + s,

uz(z,0) = p(x<s6,z)b(x <s6) (0-6) p(z1,z <50)b(zy)

n
S2

! ]_ ! !
(0 - 6o) p(zo, 1) 160 < ) -6] h(r)h(r ) h(s)d6 . (4.6)

mit 2; = zg+7r (6 )o. Beachte, daf das Spatprodukt im Nenner durch zykli-
sche Vertauschung seinen Wert beibehilt, bei antizyklischer Vertauschung
dagegen das Vorzeichen wechselt. Wegen der Betragsstriche hat letzteres kei-
ne Auswirkung auf die Darstellung von uy, d.h. die Vektoren kénnen beliebig
angeordnet werden.

Wir haben oben gesehen, dafl r, r und s eindeutig durch z, xg, 6, 69 und o'
gegeben sind. Explizite Darstellungen fiir 7,7 hatten wir bereits angegeben.
Eine solche 148t sich auch fiir s,s und s nach derselben Methode finden.
Wir werden diese in Abschnitt 3.6 kurz darstellen.

3.4.2 Direkte Herleitung der zweiten stationiren Born-
Néiherung

Wir wollen noch einmal direkt die Darstellung (4.6) der zweiten stationéren
Born-Néaherung berechnen und diese dabei kurz diskutieren. Dazu gehen wir
wieder von der Stationdren Integraldarstellung (3.7) aus

00 0 ,
ug(z,0) = / exp{<:>/, a(z ©10)dr}b(x <7 0)
0 T
/ n(0 -0 Yui(z <7 6,0)dd dr (4.7)
Sn—l
wobei wir in dem Streuintegral schon w durch die erste Bornapproximation

ug + u1 ersetzt haben und die aus ¢ und ug resultierenden ersten beiden
Terme up und u; (resp.) nicht aufgeschrieben haben. Die aus u; resultierende
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zweifach gestreute Strahlung ug(z,0) ist neu zu berechnen. Setzen wir die
Darstellung (3.10) fiir uy ein, so folgt

ug(z,0) = /0 exp{<:>/ z)dz}b( ml)/ n-6)

Sn— 1
T1— 1'0 ,
expl{e [ [ a(@)dz}en{s / 5)dz} b(z1 8 ) (6 - 6o)
1 /

. ! !
mit z, =z <76,z = ES
¢’ 6o

Wir setzen wieder span{fy, 8,0} = R? voraus und schreiben

(ﬂ)l <=>$0).

x<ry = 86 + s0 + 3”90.
Es folgt

60 x 6|

5L oo x 61
( @ < 0)-0]

P ’oo(a: o0 sx)) = 5(s 7).

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

us(z,0) = / ") plz o7'0,2) bz <7 0) /S S ome6)  (49)

—00
plz o108z o7 0) plry,z <1 0 < ) §(s 1)
’ ! ! 1 ! ’ ’
bz &7 0r0 )@ -60y) ————~—= h(r )h(r)dd dr .
(@ '8 o066 - 00) 15— o' ) d
Hierbei ist s abhiingig von (z <),6,6p und 6 und kann durch Lésen ei-
nes linearen Gleichungssystems explizit bestimmt werden. Analoges gilt fiir

r und r', wie bereits gezeigt wurde. Fiihren wir die T'—Integration aus, so
erhalten wir schlieBlich das

Lemma. Die zweifach gestreute Strahlung von (3.1)-(3.3) ist gegeben durch

uz(z,0) = p(x&s0,x)b(x <s0) / . plz <50 <1 |z <)
Sn-

n(0-8') p(zo, z <50 <10 ) b(z <50 <16 ) n(d - 6;)

m h(r') h(r) h(s) 6’ (4.10)
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mit z <xy =1 0y + 1 + s6.

Es verbleibt also in der Darstellung von us nur die Integration iiber 6. We-
gen der linearen Unabhingigkeit der drei Richtungsvektoren gibt es keine
zwei Verbindungsstrecken zwischen den beiden Halbstrahlen zg + r 0y und
z <56, die dieselbe Richtung 6 haben. (Wiren zwei Richtungen ] und
9'2 identisch, so wiirden diese beiden Linien zusammen mit den sie verbin-
denden Streckenziigen (Vgl. Abbildung) eine Ebene definieren, in welcher
alle weiteren auftretenden Verbindungsstrecken enthalten sein miifiten: Das
Problem wire nicht mehr echt dreidimensional, im Widerspruch zu unserer
Voraussetzung.)

Die folgende Abbildung soll diesen Sachverhalt ein wenig veranschaulichen.

0 nicht planar

3.4.3 Der planare Fall

Was passiert aber nun, wenn das Problem zweidimensional wird, d.h. wenn
die drei Richtungsvektoren 6, 6' und 6 eine Ebene im R? aufspannen? Dann
liegt sicherlich auch z <z in dieser Ebene. Wir haben also die Darstellung

R = 590—)—3’9’ +z
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mit zZ = EoL’,oO (x ©xp) = T <wp). Setzen wir dieses in (4.8) ein, so

folgt mit

.l
) E{O’GO ,0’ } (

§(z) = 8(EL, (xo10ez))

0”00(
1L
5(E{0’00’0,}
= ()

(s6p + s 0 =760+ 3))
schliesslich das
Lemma. Die zweifach gestreute Strahlung, welche sich ausschlieilich in der

durch zg, 6y und 0 definierten Ebene bewegt, ist gegeben durch

+oo ! ! ! ! !
uz(z,0) = / plr &1 6,2)b(x &1 0) / plz &1 0 <rf oz <710)

—00 Sn—1
n(0-0) p(zo,z <7 6 <16 5(Ej:90 (z =z0)) bz <7 0 <r6)
’ ]_ ! ! ’ !
. — . 4.11
(6 - 6o) 70 h(r ) h(r) h(r) df dr (4.11)

Wie vielleicht zu erwarten war, wird die nun fehlende Dimension in der 6'-
Integration dadurch kompensiert, dafl eine Integration iiber die Halbgerade
T 0 hinzugekommen ist. Dies bedeutet nichts anderes, als dafl die Aus-
wahl des 0 nicht mehr wie im echt dreidimensionalen Fall eindeutig ist,
sondern da8 pro Richtungsvektor 8 nun jeder Punkt auf der Halbgeraden
durch z (bzw. x) als Streupunkt in Frage kommt, soweit er die durch die
Heaviside-Funktionen gegebenen Restriktionen erfiillt (d.h. 6" darf nicht , ins
Leere gehen®). Diese Situation soll in der folgenden Abbildung noch einmal
verdeutlicht werden.

Auf einem beschriinkten Gebiet Q wird natiirlich die Integration iiber 7
irgendwann abbrechen, spétestens dann, wenn der Rand des Gebietes 02
erreicht ist. Dort verschwindet dann allerdings nach Voraussetzung auch
b(x), so dafl die obige Darstellung auch in diesem Fall Giiltigkeit besitzt.
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Die Parameter r und 7’ héngen iibrigens diesmal von 7 ab, da sie aus der
Darstellung

i i !
rT 0 Sxg=10)+ 1o

stammen. Somit kénnen die entsprechenden Terme nicht aus dem 7 -Integral
herausgezogen werden!

3.4.4 Der kollineare Fall

Die Rechnungen im kollinearen Fall verlaufen analog zu den bereits behan-
delten. Hier ist zusétzlich zu den Bedingungen im planaren Fall noch Dim
span {z <xg,00,0} = 1 zu fordern. Dann ist es méglich, daf§ sich die Be-
wegung eines zweifach gestreuten Teilchens ausschlielich auf einer Geraden
im R3 konzentriert.

3.4.5 Vergleich mit der Methode bei Bondarenko

A. Bondarenko gibt eine etwas andere Form des zweifach gestreuten An-
teils in seinem Artikel [31] an. Wir wollen hier kurz zeigen, dafl die bei-
den Ausdriicke dennoch dquivalent sind. Dazu wenden wir ug(z, #) auf eine
Testfunktion ¢(z, #) aus einem geeigneten Funktionenraum an. (Bondarenko
verwendet hierzu den Raum C§°(R3 x §2), also den Raum der unendlich oft
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differenzierbaren Funktionen auf R® x S? mit kompaktem Triiger, versehen
mit einer Pseudotopologie.)
Bezeichnen wir den regulidren Anteil von us(z,6) in (4.10) durch

X2(z,0;m0,00) = p(z<sh,z)b(z<s0)n(d-0)ple s o,z <s0)
p(zo, =50 <18 ) b(z <56 <8 ) (0 - 6),

so gilt offenbar

Iy = (ua(z,0;z0,60), d(z,0))
= / dm/ dOus(z, 0; o, 00) Pz, 0) (4.12)
R32 S2

= /+oo ds h(s) /+oo dr h(r) /+oo dr' h(r')

—00 —00 —00

' x2(, 0; o, 60)
o [ b ¢(z,0) X225 20 70)
/A;n—l Sn—l QS( ) |(00 X 0 ) * 0|

Nach Konstruktion gilt

z=1z0+710+10 + s6. (4.13)

Fir das dreidimensionale Volumenelement dx konnen wir nach der Trans-
formationsformel schreiben

dz = |(6p x 6) - 0| ds dr dr’,
wobei der Vorfaktor der rechten Seite gerade das durch die Transformation

(4.13) verzerrte Einheitsvolumen, d.h. den Betrag der die Transformation
beschreibenden Jacobi-Determinante, angibt. Es folgt

12:/ d0/ dr/ de’/ ds/ dr' ¢(z,0)x2(z,0;20,60).  (4.14)
S2 0 S2 0 0

Fiihrt man nun gemif Bondarenko die Transformation

dz = r’drdf’ (4.15)

durch, so bekommt man
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© ., [ 1
I :/ d0/ dm¢(m,9)/ dr / ds —x2(z,0;z0,60)
52 RS 0 0 r

mit 7 = |z ©zg 7 0 56| wegen (4.13). Somit lautet die Alternativdar-
stellung fiir wus:

1
|z ©zo o1y <802

o0 o0 ,
ua(z, 0; 0, 6)) :/ / x2(z, 0; x0,00) dr ds. (4.16)
o Jo

Dies ist die Darstellung bei Bondarenko.

3.5 Die Born-Approximation im isotropen Fall

3.5.1 Der isotrope Lichtblitz

In [133] wurde bereits der isotrope Fall vorgestellt. Wir wollen diese Ergeb-
nisse hier der Vollstdndigkeit halber nur kurz wiederholen und lediglich die
Sonderfille kollinearer Geometrie zuséitzlich durchrechnen.

Wir lassen nun also eine Quelle zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort z( isotrop,
d.h. in alle Richtungen 8y € S? mit der gleichen Intensitit, in das Medium
einstrahlen. Dies bedeutet, dafl wir in (2.25) statt (2.24) nun

q(z,0,t) = 6(z <o) 0(¢) (5.1)

einzusetzen haben. Damit folgt aus (2.25) in diesem Fall

wo(w,0,8) = /0 fexple / “alz + 6(r s0))dr)
5z + 0(r ot) on)d( )dr

= exp{<:>/0t a(z + 0(1 <t))dr} §(z <z t0).

Setzen wir wieder p(z,y) := exp{< [’ a(Z)dz}, so gilt das

Lemma. Die ungestreute Strahlung von (2.17), (2.18) ist bei isotroper Ein-
strahlung (5.1) gegeben durch

uo(z,0,t) = p(z <16, z) §(x o <106). (5.2)
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Der Tréger dieser Distribution ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit im
sechsdimensionalen Phasenraum.

Der Ausdruck (5.2) ist physikalisch verniinftig, da aufgrund der isotropen
Einstrahlung lediglich eine Zeitbedingung zu erfiillen ist, um einen Beitrag
(etwa im Rahmen einer Messung) zu liefern. Diese Zeitbedingung wird ge-
rade durch das Dirac-Delta ausgedriickt.

Die Bornsche Niherung bekommen wir, indem wir (5.2) in die Integ-
raldarstellung (2.30) einsetzen:

UB(xaaat) = ’U,()(l',a,t) + ul(x,é?,t)

ur(z,0,) = /Ot e +0(r ot),z) bz +6(r ot))
/52 n(0-0)uo(z +6( ot),0,7)d6 dr
- /Ot p(z + 8(r ©t),z) b(z + 6(r 1))
/SZ n(0-6) plz +6( ot) o0,z +6(r o)
§(z+0(r ot) o160 <) dd dr . (5.3)
Aus dem dreidimensionalen Deltaterm folgt bzgl. der g, T'—Integration
z+0(r ot) o1 Sng=0

=760 =z40(r ot) o

4 — a:+0(T’ ot) e dad e S,
|z + 0(T" <t) e

und 7 = |z 4 0(7 St) Sxl.

Dabei wurde bereits ausgenutzt, dafl aufgrund des vorliegenden Integrati-
onsbereiches 7 nicht negativ wird. Man kann also formal das dreidimensio-
nale Dirac-Delta in ein Richtungs-Delta und ein Betrags-Delta aufspalten
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(dies entspricht im wesentlichen der Anwendung der Transformationsformel
dz = |7'|2d7 df’ auf das Integral in (5.3) mit = =z +t0 + 7 (8 <)),
5z +0(r ot) o1 o) =
1 o (z+0(T ot) o)
= ! <:> !
|z + 0(7" ©t) ©zol? |z + 6(T" &t) <o
X 8(|7 | |z + 0(r ©t) Su)).

Exakter kann man durch Anwenden auf eine Testfunktion die folgende For-
mel im R?® beweisen, vgl. z.B. [133]

)

|, 1(0)8(w =6)do = 2| 7 f(%)é(ltl & lz)). (5.4)

Wenden wir (5.4) auf (5.3) an, so folgt

+00 , , ,
wr(z,0,) = / W YVt o) plz + 0(7 ot), )

(z 4 0(1 ot) o))
|z 4+ 6(7" &t) ez
1
|z + 0(7" ©t) ©zo)2
§(|7'| ez + 0(r ot) exl)dr . (5.5)

b(z + (1 <t))n(0 -

p(zo,z +0(r ot))

Wir setzen 21 := z + 0(7 <t). Wegen des k(7 ) konnen die Betragsstriche
um das 7 weggelassen werden. Fiithren wir die T'—Integration aus, so folgt
das

Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (2.17), (2.18) ist bei isotroper
Einstrahlung (5.1) gegeben durch

ui(z,0,t) = h(t |z o)) p(zr,x)
1 ST 1
b 0 — —_— 5.6
(1'1)77( |$]_ ¢>xo|)p(m0?m1) |QZ1 <:>$[]|2, ( )

wobei 21 nun der Punkt auf der Geraden = <R ist, fiir den gilt:

t = |z x| + |z S0l
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isotroper Fall

Der Faktor m gibt dabei an, wieviel der Ausgangsintensitit der Quelle
bei z; tatsichlich ankommt. Dabei geht der Abstand von der Quelle be-
kanntlich in drei Raumdimensionen umgekehrt quadratisch ein, was hier der
Fall ist. Die Heaviside-Funktion h(t <|z1 <) gibt die notwendige Laufzeit

an, die ein Strahl zum Erreichen des Punktes z benétigt.

3.5.2 Der kollineare Fall

Wir miissen noch den Fall betrachten, wo z auf der Geraden = <R!6 liegt.
Fiir diesen kollinearen Fall gilt in (5.5)
|z +0(1 ot) S| = |y + 7 ot
mit ¢ <z = 0. Die Deltafunktion nimmt dann die Gestalt an
5(r elz+0(r ot) on|) =T Sy +1 St|)

=0(r eyer +t)+6(T +y+T )
= 0(t &) + 627 + vy ot).

Aus dem ersten Deltaterm folgt sofort die Bedingung v > 0, wenn man
nur positive Zeiten zuldfit. Dies bedeuted, dafl § = \2:;0| sein muf}. Wir
erginzen daher -also auch hier wieder aus den bekannten physikalischen

Griinden- in dem ersten Summanden den Faktor h(y) = h((z <) - 0).
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Dieser erste Summand beschreibt dann einen Stof zwischen zo und z fiir
den Anteil der Quellstrahlung, der in Richtung 6 = ‘ ‘ ausgestrahlt wird

(Vorwirtsstreuung). Hier ist jeder Punkt auf der Verblndungsstrecke gleich-
sam fiir einen Stof zuldssig, soweit nur |z <zy| = ¢ erfiillt ist. Der zweite
Deltaterm ist fiir die St68e auBerhalb dieser Verbindungsstrecke zusténdig
(Rickwértsstreuung). Er betrifft die Strahlen, die von der Quelle in Rich-
tung <# ausgestrahlt werden.

Fiir die Bornapproximation folgt in dieser kollinearen Anordnung somit

ui(z,0,t) = /0 t plz + 0(r &t),z)b(z + (1 <t))

1 '
|z + 0(1" ©t) Sz
(1) §(t |z o)) h((z zo) - 6) (5.7)

(s1)

p(zo,z + O(T <t))

+ z1,z)b(x To,T1) ——=

p(z1,z) b(z1) p(zo, 1) 1 oaol "
mit z; 1= 2o & 3(t ©|z ©x0])0. Man kann den ersten Beitrag noch etwas
suggestiver schreiben und bekommt das

Lemma. Die einmal gestreute Strahlung von (2.17), (2.18) ist bei isotroper
Einstrahlung (5.1) fiir den Fall kollinearer Quelle-Detektor-Anordnung 6 =
=20 gegeben durch

|z—zof

ui(z,0,t) = /Pfﬂo, EPS m0|2 (@) p(z, z) dz
(1) 6(t |z <xol) h((z ©x0) - 0) (5.8)

L ber) n(e1) plan, ),

+ P(mo,ﬂ?l)m

mit & =z + 0(r ©t).
Wir haben also den

Satz. Die Born-Approximation von (2.17), (2.18) lautet bei isotroper Ein-
strahlung (5.1)

'U'B(xvovt; 270,00) = uo(m,H,t) + ul(maeat)a
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wobei ug(z,0,t) durch (5.2) und ui(z,0,t) im Falle 6 =
sonst aber durch (5.6) gegeben ist.

z—x0
lz—zo

; durch (5.8),

3.5.3 Die stationire isotrope Born-Niherung

Abschlielend seien hier noch kurz ohne Beweis die entsprechenden Formu-
lierungen der isotropen Born-Approximation fiir den stationiren Fall ange-
geben.

Fiir ug(z,6) bekommen wir mit dem Ansatz <z = rf+2, z = Ey (zem),
die Darstellung

uo(x,0) = 6(Ey (z =x0)) h((x <o) - 0) p(zo, z). (5.9)

Z.B. durch Integration von (5.6) iiber alle Zeiten t folgt weiter

1 T Sxg

— = w#F)n(e =
% So2 (@) n( iz oo’

wy (z,0) = fz mooo p(o, ) (&,2)d5.  (5.10)

Fiir ndhere Einzelheiten verweisen wir auf Natterer [133].

3.6 Explizite Darstellung der Entwicklungskoef-
fizienten s,s,s .

Wir gehen aus von der eindeutigen Darstellung
T ESwo = s+ 50 + 3”90

mit linear unabhingigen Einheitsvektoren 0, ¢, 6y. Projektion auf diese lie-
fert:

(zow)-0 = s+s6 -0+ 60,
(z =z0) -6 s0-60 +5 +5 66,
(z ©my) -6y = 30-00+s,9’ -00+s”.

Sei:=6-6,8:=6-6, v o= 6 -6y, so folgt ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem fiir die Unbekannten s, s und s":
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l1-s+as +8s = (zon)-9,

as+1-s +vs = (zoz0)-0,
Bs+vs +1-s = (zz0)- b

. . . . ’ " .
Dieses ist eindeutig nach s,s und s auflésbar.

3.7 Rekonstruktionsverfahren

Wir haben im Vorangegangenen explizite Darstellungen der ungestreuten,
einmal gestreuten und zweimal gestreuten Strahlung fiir einige Fille del-
taformiger Strahlungsquellen hergeleitet. Aus diesen Darstellungen kénnen
entsprechende Ausdriicke auch fiir andere Quellformen durch einfache Su-
perposition berechnet werden.

Geht man davon aus, daf} in einem physikalischen Experiment diese An-
teile z.B. der ungestreuten und der einmal gestreuten Strahlen auf dem Rand
des zu untersuchenden Gebietes 02 ermittelt werden konnen (etwa durch
Ausnutzung ihres singulidren Charakters), so ist es nicht mehr schwierig,
daraus Riickschliisse auf die Absorptions- und Streueigenschaften innerhalb
des Gebietes 2 zu ziehen. Wir wollen dies kurz vorfithren. (Vgl. dazu auch
Antyufeev und Bondarenko [10] und Choulli und Stefanov [47].) Im Kapi-
tel 4 werden wir zudem ein dhnliches Verfahren vorschlagen, bei welchem
jedoch die Verteilung der mehrfach gestreuten Strahlung zusétzlich zu der
ungestreuten Strahlung ausgenutzt wird (vgl. den Abschnitt ,,Separation der
Singularitdten®).

Nehmen wir also an, daB wir die ungestreut durch das Medium hin-
durchtretende Strahlung erkennen und messen kénnen. Wir kennen somit
Ausdriicke der Form (2.28),(3.6),(5.2) bzw. (5.9), je nach dem zugrunde-
liegenden Experiment. Tatsichlich mefitechnisch bestimmt werden dabei in
allen genannten Fillen die Groflen

p(zs,zq) = exp{ <:>/:d a(Z) dz }, (7.1)

wobei x; die Quellposition und z4 die zugehorige Detektorposition bezeich-
nen und das Integral sich iiber deren Verbindungslinie erstreckt. (Die zu-
dem in (2.28),(3.6),(5.2) und (5.9) auftretenden distributiven (deltaférmi-
gen) Anteile liefern dagegen ein Rezept dafiir, wie diese Werte (7.1) von
dem reguldren Hintergrund abgesondert werden kénnen. (Vgl. [10], [47].)
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Fiihren wir dies fiir alle méglichen Kombinationen von Quellpositionen
xzs € 002 und Detektorpositionen x4 € €2 durch, und logarithmieren wir die
entsprechend gemessenen Werte, so haben wir nichts anderes als die Ront-
gentransformation der Ddmpfung a(x) iiber das Gebiet 2 bestimmt. Deren
Invertierung ist aber ein seit langem bekanntes und zum Beispiel im Rahmen
der Computertomographie langst gelostes Problem (vgl. z.B. Natterer [128]
oder Helgason [76]). Insbesondere ist die Dampfung a(z) eindeutig durch
ihre Rontgentransformation in {2 bestimmt.

Somit kennen wir a(z). Nehmen wir nun an, dafl wir zudem die einmal
gestreute Strahlung absondern und messen kénnen. Dann kennen wir also
auBerdem noch Ausdriicke der Form (2.34),(3.10),(5.6) bzw. (5.10), je nach
Experiment. Die Ausdriicke (2.34) und (3.10) bestehen dabei im wesentli-
chen aus einem Anteil

p(zo, 1) b(z1) (o - 0) p(1, ), (7.2)

(wobei z; gerade den Ort des Streuvorgangs bezeichnet) und dem zugehori-
gen deltaférmigen Anteil. Mit Hilfe des letzteren 148t sich wie im Falle der
ungestreuten Strahlung der einmal gestreute Anteil vom reguldren Hinter-
grund absondern (vgl. [10]). Zudem 148t sich mit ihm der Streuort z; ermit-
teln.

Da p(zg,21) und p(z1,z) bereits bekannt sind, bleiben nur noch b(x;)
und 7(6p - €) zu rekonstruieren. Dies ist aber grundsétzlich kein Problem.
Ein naheliegendes Verfahren wird von Antyufeev und Bondarenko angege-
ben: Denn nach einer geeigneten Diskretisierung von 7(fy - ) im Winkel
0 ist hierzu nur ein Gleichungssystem mit Unbekannten x; und n(6 - 6;),
(¢ =1,...,N), aufgrund von N MeBwerten und einer Normierungsbedin-
gung fiir  zu 16sen. Dieses Vorgehen funktioniert auch bei ortsabhéngigem
n = n(z1,00-0), vgl. dazu [10]. Also sind auch b(z) und 7(6-8') in Q eindeutig
aus der Messung ungestreuter und einmal gestreuter Strahlen rekonstruier-
bar.

Dies stimmt zumindest theoretisch. Praktisch stellen deltaférmige Quel-
len eine Idealisierung dar und kénnen nie exakt konstruiert werden. Auch
die Detektoren haben immer eine Ausdehnung und einen gewissen Offnungs-
winkel. E.W. Larsen hat, wie oben bereits erwdhnt wurde, schon in [103] auf
solche mefitechnischen Probleme hingewiesen.

Ein weiteres Problem ist schon mehrfach erwéhnt worden: Die singuléren
Anteile werden mit wachsendem Streukoeffizienten b(z) in 2 und mit re-
guldrem 7 zunehmend von dem reguldren Anteil der Strahlung verdeckt
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und kénnen bei ungiinstigen Bedingungen (wie sie etwa bei der Verwendung
von Strahlung im nahen Infrarotbereich bei der Lasertomographie auftreten)
praktisch nicht mehr in den Messungen nachgewiesen werden.

Selbst bei vorhandenem stark ausgeprigtem singuldren Anteil ist eine
aufwendige Detektorkonstruktion notwendig, um etwa den einmal gestreuten
Anteil von dem reguldren Hintergrund unterscheiden zu kénnen. Vgl. dazu
etwa Antyufeev und Bondarenko [10].
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Kapitel 4

Die
Diffusionsapproximationen
der Transportgleichung

4.1 Die P;-Approximation

4.1.1 Grundlagen

Wir betrachten die lineare Transportgleichung

1 ’ L t)de
E881:+9-Vu(:v,0,t)+a(:v)u(:v,0,t) = b(w)/ (60 )u(z,0,t)d6 +q(z,06,1),
§n-
1)

(1
(z,0,t) € R" x S("1) x R. Dabei seien a(z), b(z),n(0-0') >0, a(z) > b(z),
¢ > 0 und weiter gelte

/ n(0-6)do =1. (1.2)
S’n—l

Physikalisch wird durch Gleichung (1.1) die Ausbreitung neutraler Partikel
durch ein Medium beschrieben, wobei angenommen wird, daf} die Teilchen
ausschlieBlich mit dem Medium und nicht untereinander wechselwirken. Die
Konstante c gibt dabei die Geschwindigkeit der Teilchen an, g(z, 6,t) ist der
von u unabhingige Quellterm, u(z,0,t) die durch ¢ und durch evtl. vor-
handene Anfangs- und Randbedingungen hervorgerufene Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens. Dies ist die Wahrscheinlichkeit, sich zur Zeit
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t am Ort z mit der Geschwindigkeit cf zu bewegen. 6 gibt somit eine Rich-
tung an. a(z) ist der totale Wirkungsquerschnitt, b(z) der Streuquerschnitt.
Die Gréle 04(z) = a(z) <b(x) wird gemeinhin als Absorptionsquerschnitt
bezeichnet, und 7(8 - 6') ist die bei einem Streuvorgang auftretende Winkel-
verteilung der gestreuten Partikel. Die gesamte Gleichung (1.1) stellt eine
Bilanzgleichung dar.

Wir wollen hier zunichst von einem unendlich ausgedehnten Medium
ausgehen. Zudem soll Gleichung (1.1) fiir alle Zeiten gelten. Damit brauchen
wir (zunichst) keine Rand- oder Anfangsbedingungen zu betrachten.

Wir fithren drei fiir die P;-Approximation wichtige Momente ein.

d(z,t) = /Snilu(m,H,t)dé?,
T(z,t) = /Snilé?u(:v,G,t)dG,
T(z,t) = /Sn710®0u(m,0,t)d0.

Hierbei ist ®(z,t) eine skalare Grofie und gibt die Photonendichte am Ort z
zur Zeit t an. Die vektorielle Grée J(z,t) hat die Bedeutung einer Strom-
dichte am Ort = zur Zeit t. Das Symbol ® bezeichnet das Tensorprodukt
zweier Vektoren. Wir werden im folgenden einfach 60 statt 8 ® 6 schreiben,
da keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten sind.

Dem Tensor T'(z,t) kommt keine direkte physikalische Bedeutung zu. Er
kann komponentenweise dargestellt werden als

T= (Ti')i,jzl,...,n = (/,_;‘n—l 0i0jud0)i,j:1,...,n,

wenn 6;,6; die kartesischen Koordinaten des Richtungsvektors 6 bezeichnen.
Beispielsweise berechnet sich damit die Spur von T als

SpurT = /(9101u + 0200u + ... + 6,60,u)dl
- /(9  9)udd = /ud9 — B(z,1),
so dafl man einen spurfreien Tensor einfithren kann gemif

To(z,t) = T(w,1) @%(I)(:L',t) 5.
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d ist hier der Einheitstensor mit d;; = 1 fiir ¢ = j und d;; = 0 fiir ¢ # j (4,5 =
1...,n). Wir werden diesen spurfreien Tensor hier nicht weiter verwenden.
(Vgl. aber z.B. [88].)

Im folgenden werden wir einige Identitdten der Vektoranalysis benétigen.
Wir formulieren sie fiir den Fall n = 3, d.h. die Integrationen erstrecken
sich jeweils iiber die Einheitssphire S? im R?. Generell sei fiir den Rest
dieses Kapitels immer der physikalisch relevante Fall dreier Raumdimensio-
nen vorausgesetzt, obwohl die meisten Beziehungen sich -evtl. mit einigen
Abénderungen- auch in anderen Dimensionen formulieren lassen. Es gelten
also im R3

() / 1d6 = 4,
(i) / 8o — 0,
(i) / 6. Ad6 =0,

(iv) / 0(0 - A)do = %”A, (1.3)

4
(v) /(9 - A)(0-B)o = 4B,

(vi) /e(A .6)(B - 6)d = 0.

Hierbei sind A, B irgendwelche Vektoren (wobei auch der Nabla-Operator
formal als Vektor aufgefafit werden kann).

4.1.2 Direkte Herleitung der P;-Approximation

Ausgehend von den bislang erwdhnten Eigenschaften wollen wir nun die
sogenannte Pi-Approximation an die Transportgleichung herleiten. Sie bil-
det den Ausgangspunkt fiir die in zahlreichen Anwendungen sicherlich am
meisten verwendete Approximation dieser Gleichung, ndmlich die Diffusi-
onsniherung. Auf diese werden wir in einem nachfolgenden Abschnitt ndher
eingehen.

Aufgrund der Normierungsbedingung (1.2) gilt die Beziehung
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:/ (/ n(e-e’)de)u(m,a’,t)da’:/ w(z,,)db.
Sn71 Sn71 Snfl

Wir multiplizieren nun Gleichung (1.1) mit 1 und integrieren iiber alle Win-
kel §. Wir erhalten

10
P ud9+/9-Vud9+a(m)/ud9—

b(x)//n(e-e’)u(m,a’,t) d9’d9+/q(x,9,t) do.
Setzen wir nun
oqo(z) = a(z)<b(x),
wlz,t) = / a(z,0,t) d6

und beriicksichtigen wir (1.4) und 6 -V =V - 6, so folgt

292 V(1) + oa(@)B(a 1) = g0l 1) (1.5)

Diese Erhaltungsgleichung muf} von jeder Losung von (1.1) erfiillt werden.
Als nichstes multiplizieren wir Gleichung (1.1) mit # und integrieren
iiber alle Winkel #. Wir erhalten

1
E%/Gudé’ + /99-Vud9 + a(m)/GudG (1.6)

= b(x)//n(o-e’)ou(x,e’,t)dode’ + /Hq(a:,O,t)dH.
Es gilt wegen -V =V -0
/99-Vud0 — /V-90ud9: V-/90ud9: V. T(z,1).
Weiter gilt mit noch zu bestimmendem o (Vgl. [38], S.198)
/Snila’n(a-a’)da’ —

Den Faktor a bekommen wir durch Projektion auf 6

a:a@-@:/ 6 om0 -0)dd =: fio.
Sn—l
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fo hat die physikalische Bedeutung des mittleren Streukosinus.
Damit folgt

b(x)//n(e-o’)eu(a;,o’,t) dody’

- / w(z,0 1) ( / on(6 - 6')d6) db’
- / (2,6, £)fiob d6’
= b(x)foJ (z,1).

Weiter definieren wir die vektorielle Grofle

q1(z,t) ::/ 19q(m,0,t)d9.
Sn—

Damit folgt aus (1.6)

10J
prri T(z,t) + a(z)J(z,t) = pob(z)J(z,t) + q1(z,t). (1.7)
Definieren wir also
ow(z) = a(z) hob(z),

so lautet schlieBlich unser System (1.5),(1.7):

109

EE‘FV'J—FO];Q{) = qo, (18)
10J
EE-FV'T-I-O'M-J = q.

Dieses System ist noch exakt und muff von jeder Lésung der Transport-
gleichung (1.1) identisch erfiillt werden. Es enthilt keinerlei N&herungen.
Allerdings ist es nicht geschlossen, da es mehr Unbekannte als Gleichungen
enthilt.

Man kann (1.8) dadurch in ein geschlossenes System iiberfithren, daf}
man das hohere Moment T'(z,t) durch die niedrigeren Momente ®,.J aus-
driickt. Dies geschieht z.B. dadurch, da8 u(z,0,t) als nur schwach vom Win-
kel @ abhingig angesehen wird, also linear in # approximiert werden kann:

u(z,0,t) = A(z,t) + B(z,t) - 6.

Die Koeffizienten A, B bekommen wir durch Projektion
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1 1 1
A = —/SH_I(A—i-B-O)udO—4—/Sn_1ud0—ﬂ¢,

a7 T
B — i/ B(A+ B -6) da—i/ Oudd — >
A4 Jgnr U 47 Jgn1 U C4n”
Damit folgt
.1 3
u(z,0,t) = —®(x,t) + —J(z,t) - 6. (1.9)
47 47

Fiir den Term V - T'(z,t) folgt damit die Darstellung

V-T(z,t) = V-/00ud9

1 3
= - | 00— + —J - 0]d6
v / [47r + 47rJ ]

_ i/é?é?-(V@)d9+%/0(v-9)(,]-9)d9

1 4r

= —(—Vo 0
47r(3v)+
1

= Vo
3V,

wobei V -0 = 6 -V und die Beziehungen (1.3) (iv),(vi) verwendet wurden.
Einsetzen in (1.8) ergibt die P;-Approximation

10®
——+ V. -J+0,2 = qo, (1.10)
c Ot
10 1
EE + gV@ + O't,nJ = (1,

oo(z) = a(z)<b(z),

ow(z) = a(z) Speb(z),

qo = qd®, q = 0qdo
Sn—l n—1
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Die erste der Gleichungen (1.10) ist eine skalare, die zweite eine vektorielle
Gleichung. Zusammen haben wir also in der P;-Aproximation ein System
aus n + 1 Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte.

Analog zur Entwicklung (1.10) von u(z,0,t) in eine Taylorreihe kann
auch ¢ in eine Taylorreihe in 6 entwickelt werden. Die ersten beiden Glieder
bekommen wir auch hier durch Projektion auf 1 und 6.

1 3
Q(mvovt) = qu + EQI - 6.

q1 ist hierbei wieder eine vektorielle Grofle, analog zu J in der Entwicklung
von u.
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4.2 Die allgemeine Py-Approximation

4.2.1 Kugelflichenfunktionen
Wir betrachten den Fall n = 3. Ein Vektor # € S? hat hier die kartesische
und sphérische Darstellung

0 = (05,6y,0,) = (sind cos ¢, sin I sin g, cos J).

Mit u = cos ¥ konnen wir auch schreiben § = (u, ). Fiir das Winkelelement
de gilt df = sin ¥dddp.
Wir definieren die Kugelflichenfunktionen ¥j,,,(6) durch

20 +1 (I &|m|)?
ar (I +|m|)!

Yim(8) := (1) 3 (mHm) B () eime, (2.11)

1=0,1,2,...,m=<al,al+1,...,1 a1,

Pl‘m‘(p) sind hierbei die zugeordneten Legendre-Polynome. (Vgl. z.B. [38]
oder [83]). Die Y}, bilden bekanntlich ein vollstdndiges orthogonales Funk-
tionensystem. Es gilt die Orthogonalitdtsbeziehung

. Y. (0)Yy, (0)d0 = 0,6, (2.12)
(* = konjugiert komplex). Es gilt offenbar der Zusammenhang ¥; _,,() =
(&)Y, (9).

Eine Beziehung zwischen den Kugelflichenfunktionen und den Legen-
drepolynomen vermittelt das folgende Additionstheorem

+
P(A-B) = S 3 Yin(A)Yin(B) (2.13)

m=—1

47 +1

= Yim(A)Y;: (B).
71T 2 Tm(Ai(B)

Die P;(11) sind hier die Legendre-Polynome, A, B € S?. Zudem gelten die im
folgenden niitzlichen Darstellungen

76



o = (4) vl
6 = (5 ma@ v, (2.14)

0, — i (%“) > Vi1 (0) + V1. (0)).

Wir erwdhnen noch die Vollstdndigkeitsrelation
oo+

>0 D0 Yi(6)Yim(8) = 5(6 <6). (2.15)

=0 m=-1

4.2.2 Entwicklung der Transportgleichung

Wir wollen die lineare Transportgleichung (1.1) in Kugelflichenfunktionen
entwickeln. Dazu setzen wir an

oo +I 1
u@ot) = 3 % () b t¥in®), (@210
=0 m=—1

oo+l 3
de6) = 3 3 (B0) an¥inl0),  210)
=0 m=—1

we-6) = S 2 epe.4)
= i 1Y (6))Yim (6). (2.18)

Die Koeffizienten v, g1, und f; berechnen sich dabei iiber die Orthogona-
litdtsrelationen, z.B.

Yim(z,t) = /SH u(z,0,t)Y,r.(0)d6.

Insbesondere haben die Koeffizienten niedriger Ordnung eine direkte physi-
kalische Bedeutung:
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Yoolz,t) = /S (e, 1)d8 = B(z, 1), (2.19)

und  J(z,t) — / bu(z,6,0)d0 = (J, ], J.)
Sn—

mit J, = 7 [Y1,-1 ©9Y11],
J, = @7 [Y1,-1 +Y11], (2.20)
J, = .

Setzen wir also (2.16),(2.17) und (2.18) in (1.1) ein, so bekommen wir

oo+l %
(1%+0 V +a(z)) [Z Z (22;1) Ui (2, )Y (6)
!

=0 m=—

oo +1

0) / > 3 (6 Yin )} x (221)

l 0m=-—1
|-oo +1

20 +1 ] ,
[Z Zl< ) Yim( ,tmm(e)J d6

I=0m

oo +I E
+2 (F) e 0¥in(6)
l

=0 m=—

Ausmultiplizieren, Multiplikation mit Y ”(9) und Integration iiber alle Win-
kel @ liefert, wenn wir die Orthogonalitdtsbeziehungen ausnutzen, fiir jedes
(A, ) die Gleichung (Vgl. Case und Zweifel)

(o) [(252) s

v ?ﬁmi (B2 1)% (Vun) - [ 6¥im(®¥5,(6)d8 )

1 1
2204+ 1\ 2 20+ 1\ 2
= < e ) b(x)frbr, + (T) Dy
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Die vektorielle GréBe [ 0Yim(0)Yy,(6)d6 1a8t sich komponentenweise verein-
fachen mittels einiger Rekursionsbeziehungen fiir die Kugelflichenfunktio-
nen, z.B.

1 1

(l+1<:>m)(l+1+m)>5 ((l<:>m)(l+m)>5

0.Y1m(0) = Y, Yi_1m-

im(6) ( (20 + 1)(2 + 3) HmT\ Qlen@i+1)) M

Ahnliche Beziehungen gelten fiir 6, und 6. Damit 148t sich die verbleiben-

de Integration durchfithren und wir erhalten fiir die v, das System von
Gleichungen (Vgl. Case und Zweifel):

Ya-1,u (2.23)
0 0 1 1

<— ‘:’Z—y> {()\ +u)2A+pel)2r 1
SO0+ DO+ D |

1
P <£ + 23> { sAenr(\eu @1)%1/»\71,;&1

1 1
+()\+N+1)2(>\+M+2)2'¢)A+1,p+1}]

= b(m)f)ﬂ;b)\u + Q)\u(mat)a

(A=0,1,2,..., p =&\ A+ 1,...,A &1, )). Die Terme ¢, ,, bei denen
mindestens ein negativer Index A, u auftritt, sind dabei Null zu setzen. Die-
ses gekoppelte System von Differentialgleichungen fiir die Entwicklungsko-
effizienten 1)) , ist noch exakt und vollig dquivalent zur Transportgleichung
(1.1). Kaltenbach und Kaschke bezeichnen dieses System als Boltzmann-
Hierarchie.

Die Pn-Approximation bekommen wir nun aus diesem System (2.23), in-
dem wir nur die Gleichungen fiir die ersten N Entwicklungskoeffizienten
Yau A = 0,1,...,N betrachten und alle auftretenden Koeffizienten mit
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A > N vernachléssigen. Dieses Vorgehen liefert uns dann ein geschlossenes
System von

N
d@+1)=(N+1)
=0

Gleichungen in ebensovielen Unbekannten.

Analoge Darstellungen der Py-Approximation findet der Leser auch in
den Standardwerken iiber Neutronentransport [38], [52], [183], [187], und in
dem Artikel [88] von Kaltenbach und Kaschke.

4.2.3 Noch einmal die P;-Approximation

Wir wollen zeigen, daB der soeben dargestellte Zugang zu der Py-
Approximation fiir den Fall NV = 1 dasselbe Resultat liefert wie die anfangs
durchgefiihrte Herleitung.

Dazu schreiben wir die Gleichungen (2.23) fiir die Félle A = 0 (¢ = 0),
A=1(p=<1,0,1) noch einmal explizit auf.

()\ =0,p= 0)
19 0 1/0 0
(E& + a(@) Yoo + 5@01,0 ) (& @16_31) (&V2)91,1
<:>% (% —)—z%) V211 = b(z) fotoo + o0
()‘ =1, p= 0)

(%2‘*‘“( )) Y10 + 5 [\/_\/_+ 5, Y00
‘:’% (85; ‘:"5%> {eV3V24h 1}

@1 (% —i—zaﬁ) {=V2V3¢,, 1}] = b(z)fir0 + q10-

10 1 0 1/70 0
<E§ +a(z )) Pr,-1 + g[\/gad)z,_l <:>§ (8 <:>za—y> X

{£2V34¢y 2 &} ( +Z—> {@\/_%booJr\/_%o}]
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= b(z) fivr,—1 + q1,-1-
A=1p=1):

10 1 0 170 .0
(Ea + a(a:)) ’l,bl,fl + § [\/551,02,1 = 5 <_£L‘ <=>Z—> X

{(V2¢0,0 ©V 2420} & = (E +Z—> {2V/34p, 2}]
= b(z)fi11 + qu1-

Vernachlédssigen wir nun alle Glieder )3 ,, so bekommen wir die Pi-
Approximation. Sie lautet

1 0

/202 - (%1,-1 ©Y11) (2.24)

(%nga( )) Yoo + ¢10 +

(%/)1 —1+¢1,1) = b(x)fotbo,o + qo,0-

Vo
<%% +a(z )> Yo + 3 L9 5,00 = b(z) fibr0 + q10- (2.25)
(%% +a(fv)> Y11 + ? <6% +16%> Vo0 = b(z)fihr,—1 + q1,-1-

(2.26)

<%ﬁ +a(z )) Y1,-1 @% ((% @za%) Yoo = b(2)fiy1,1 + qi1- (2:27)

Dabei enthilt Gleichung (2.24) noch keinerlei Approximation, sie ist also
exakt. Mit (2.19), (2.20) bekommt sie die folgende physikalische Bedeutung:

oo T @)@ ) + V- I(z,t) = b(2) foB(2,t) + do0- (2.28)

Wegen fo = 1 entspricht dies der Gleichung (1.5) bzw. der ersten der beiden
Gleichungen in (1.9) mit gp 0 = go. Gleichung (2.28) driickt eine Art Partikel-
Balancegleichung in dem System aus.
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Die weiteren drei Gleichungen stellen dagegen eine Approximation dar.
(Es wurden Terme hoherer Ordnung vernachlissigt.) Wir wollen auch diese
in eine physikalisch anschauliche Form bringen. Mit Hilfe von (2.20) lafit
sich (2.25) schreiben als

cot
Addieren wir (2.26) und (2.27) miteinander, so folgt

(12 + a(a:)) J, + %%Tﬁo,o = b(z)f1J: + q10- (2.29)

<%2 + a(%)) Jy + %6%%’0 = b(z) f1dy + %(fh,q +qi1).  (2.30)

Subtraktion von (2.27) von (2.26) liefert dagegen

10 19 1
(E& + a(fU)) Jy + 5%%/)0,0 =b(z)f1Jz + E(QI,—l Sq)- (231

1
Setzen wir S, = —(Q1,—1 <:>Q1,1),

-5

S, = ——(qi1+aqu),
Yy \/i(fh, 1 Q1,1)
S, = q1,0, S = (Sa:asyasz)a

so schreibt sich (2.29),(2.30),(2.31) in vektorieller Form als

%%—‘t] + a(z)J(z,t) + %V@ = b(z)f1J + S. (2.32)

Dies ist gerade die zweite der Gleichungen (1.9) mit f; = fip und S = ¢;.
Somit haben wir in (2.28),(2.32) wieder unsere bekannte Form der P;-
Approximation (1.9) gefunden.

4.2.4 Kurze Diskussion des gekoppelten Systems

Das System (2.23) stellt ein gekoppeltes System von Gleichungen fiir die
Koeflizienten v, dar, welches der Transportgleichung (1.1) vollig dquivalent
ist. Die Kopplung findet ausschliellich statt iiber den Advektionsterm 6-V.
Ist dieser gleich Null, d.h. findet kein Transport statt, so sind die Gleichungen
entkoppelt.
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Bricht man das System bei der Ordnung N ab, so bekommt man kein
geschlossenes System, da in der N-ten Gleichung Koeffizienten (N + 1)-ter
Ordnung enthalten sind. Die Px-Approximation vernachlissigt gerade diese
storenden Terme und liefert somit ein geschlossenes System.

Weinberg und Wigner geben eine interessante Interpretation der so ver-
nachldssigten Terme im Zusammenhang mit den Navier-Stokes-Gleichungen
der Hydrodynamik (vgl. Weinberg und Wigner [183]). Dort sind dies gera-
de die Nicht-Diagonalelemente des Stress-Tensors. Man beachte, da} auch
nicht verschwindende, dafiir aber konstante, Nicht-Diagonalelemente eben-
falls diese Terme hoherer Ordnung zum Verschwinden bringen, da lediglich
deren Ableitungen in das System eingehen.
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4.3 Approximation durch Diffusionsmodelle

Bei starker Streuung nimmt die Ausbreitung der Teilchen im Medium schnell
diffusionsdhnlichen Charakter an. Dies fithrte schon frith dazu, in solchen
Féllen die schwierig zu handhabende Transportgleichung durch einfacher zu
bewiltigende Diffusionsmodelle zu approximieren. Diese haben jedoch al-
le den Nachteil, in der Ndhe anisotroper Quellen und an den Rindern des
Gebietes relativ ungenau zu sein. Insbesondere im Rahmen inverser Trans-
portprobleme wirft dies einige Schwierigkeiten auf.

4.3.1 Die Telegraphen-Approximation

Wir gehen aus von der P;-Approximation (1.9) bzw. (2.28),(2.32). Dort ist
bereits der Flufl u(z,6,t) linear approximiert worden (vgl. (1.9)). In der
Nihe stark anisotroper Quellen und an den Réndern des Gebietes kann dies
schon einen Fehler darstellen.
Definieren wir den Diffusionskoeffizienten D durch
1 1

D(@) = 5@ ~ 3@ omd)’

so schreibt sich (1.10) als

0

" +cV-J+eco,® = cqo, (3.33)
3D oJ

TE +DV®+J = 3Dq. (3.34)

Differenzieren von (3.33) nach der Zeit liefert

o a7 | 0% dg

W‘FCV'E-FCO}IE—Cat. (3.35)
Setzen wir nun (3.34) in (3.35) ein, so folgt weiter
82@ 02 0P 8q0
57+ 35V D0 oDV &) foo s =Tl (3.36)
Somit also
3D 0%® 3Do, 0® 3D 0q
2292 L3pv. .DV® oV - 7= _ 22 %
2 92 +3DV-q1 &V -DV® &V - J + - ot

Mittels (3.33) konnen wir nun noch V - J eliminieren. Wir erhalten
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3D 0%®

1 0P
C_QW <V -DV + E(]. + 3D0'a)— +0'a‘I)

ot

3D 9
=22 3DV . ¢ + qo. (3.37)
c Ot

Diese Darstellung hat die Form einer Telegraphengleichung. Sie beschreibt
die Form einer geddmpften Welle im Raum, welche zugleich einer Diffusion
unterworfen ist. Der effektive Quellterm betrigt

Sy = 3D 94 + g0 3DV - q.
c Ot
Man beachte, da8 (3.37) nicht mehr dquivalent zu (3.33),(3.34) ist, da ledig-
lich das Verhalten von ®(z,t) beschrieben wird. Allerdings ist bislang expli-
zit noch keine weitere Ndherung bzgl. der P;-Approximation vorgenommen
worden.

Der Wellencharakter trigt der Tatsache Rechnung, dafl sich Teilchen
nur mit endlicher Geschwindigkeit ¢ im Medium ausbreiten. Die Gruppen-
geschwindigkeit einer fortschreitenden Welle ist aufgrund des zus&tzlichen
Diffusionsanteils allerdings kleiner als ¢, ndmlich <. (Vgl. Weinberg und

7
Wigner [183], S.236, oder Ishimaru [79].)

4.3.2 Die Diffusionsapproximation

Die in Anwendungen zumeist verwendete Diffusionsapproximation ergibt
sich aus (3.33),(3.34), wenn man in (3.34)

3D 0J
—— =0 =0 3.38

setzt. Sie setzt also voraus, dafl die Quelle isotrop ist und daf sich der
Strom J zeitlich an einem gegebenen festen Ort x kaum &ndert oder aber
die Geschwindigkeit ¢ betragsméfig sehr viel grofler als D ist. Es folgt dann
aus (3.34) das sogenannte Ficksche Diffusionsgesetz

J(z,t) = D(2)VP(x,t). (3.39)
Setzen wir dies in (3.33) ein, so resultiert die Diffusionsniherung
109
T &V - D(x)V®(z,t) + o4(z)®(z,t) = qo(z, ). (3.40)
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Diese betrachtet im Gegensatz zur Telegraphengleichung die Ausbreitung
von Storungen im Medium als unendlich schnell (lasse in der Telegra-
phenniherung ¢ gegen unendlich gehen), was streng physikalisch natiirlich
nicht moéglich ist. Dennoch liefert diese Approximation in vielen Féllen ak-
zeptable Ergebnisse.

4.3.3 Diffusionsniherung mit anisotroper Quelle

In der Praxis hat man es hiufig mit anisotropen Quellen zu tun. Ein Bei-
spiel hierfiir ist das Gebiet der Lasertomographie, in dem die Quelle durch
einen Laserstrahl erzeugt wird. Dieser ist naturgemé&f stark gebiindelt und
entspricht mathematisch einem Delta-Peak in Ort, Zeit und Richtung,

" (z,0,t) = 6(x ©x0)d(t)0(0 <b)).

In der oben vorgestellten Diffusionsndherung wird dieser Delta-Peak
durch sein nulltes Moment approximiert,

wolz,t) — /Sn_lq(m,e,t)de:/Sn_la(x@mo)s(t)(sw@eo)de
= 0z &w0)d(t)- (3.41)

Dies ist sicherlich im allgemeinen keine gute Niherung. In Anwendungen
(wie zum Beispiel in der genannten Lasertomographie) behilft man sich da-
durch, daf} als Quellort zy nicht der tatséchliche Ort der Quelle angesetzt
wird, sondern daf} dieser stattdessen in Richtung #y um eine gewisse Distanz
in das Medium hineinversetzt wird. Fiir diese Distanz verwendet man in der
Regel eine mittlere freie Weglinge und argumentiert damit, daf} dies in etwa
der Ort ist, an welchem der Laserstrahl durch Streuung seine urspriingli-
che Orientierung verloren hat, also angenéhert als isotrop angesehen werden
kann. Dies diirfte im Falle eines isotropen Streugesetzes auch tatséchlich eine
brauchbare Niherung sein. Im Falle stark vorwértsgerichteter Streuung mufy
diese Distanz eventuell als ein Vielfaches dieser mittleren freien Weglinge
angesetzt werden.

Wir wollen hier nun eine Darstellung der Diffusionsniherung angeben,
welche das in der P;-Approximation vorhandene Moment erster Ordnung ¢;
mit beriicksichtigt. Bei einer rdumlich verteilten anisotropen Quelle mag dies
zuweilen zu besseren Ergebnissen fiihren, die Anwendbarkeit im Rahmen der
Lasertomographie scheint allerdings sehr begrenzt zu sein.
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Statt der N&herung (3.38) fordern wir nun lediglich

——=0. 3.42
c Ot ( )

Damit folgt aus (3.34) die Beziehung
J = DV + 3Dq,. (3.43)

Somit bekommen wir als alternative Diffusionsnidherung

%%—{f &V - D(x)V® + 04(2)® = qo &3V - (Dq1). (3.44)

Setzen wir nun noch voraus, daf3 der Diffusionskoeffizient in der Umge-
bung der Quelle rdumlich konstant ist, so folgt

109
T &V -D(z)VP + 0,(z)® = qo ©3DV - ¢3. (3.45)

4.3.4 Anwendung auf eine Laserquelle

Sei zunédchst die folgende gerichtete Laserquelle gegeben
T (2,0,t) = 6(z <z()d(t)6(0 =6). (3.46)
Wir haben hierfiir das nullte Moment bereits ausgerechnet. Es betrigt

q0(z,t) = 6(z =z0)s(1). (3.47)

Dies entspricht einem isotropen Lichtblitz am Ort (%) zur Zeit (0 = 0. Fiir
das erste Moment g; folgt

a(o,t) = /S 60(z ©2)3(1)6(6 +60)db
= 006z <z®)s(t). (3.48)

Dies ist ein in Richtung #(®) gerichteter Lichtblitz am Ort z(®) zur Zeit
t(® = 0. In die Diffusionsdarstellungen (3.37) und (3.45) geht der Term
V - q1 ein. Diesen wollen wir nun berechnen.

Dazu schreiben wir die dreidimensionale Deltafunktion als Produkt drei-
er eindimensionaler Deltafunktionen entlang der kartesischen Achsen
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53z =20y = §(z 2206 (5 <598 (2 ©:0)

=: (;lm(;lyalz y L= (5"7572 .

Es gilt

V-q(z,t) =V- 006z <)) =00 . Vi <z@)st)  (3.49)
mit
Vé(z zV) = (8014012, 61001, 012, 01501501),

wobei die distributiven Ableitungen der eindimensionalen Diracfunktion wie
iiblich definiert sind durch

[t = o () (3.50)

(v = Z,9, 2). Somit liefert unsere Laserquelle (3.46) in der Darstellung (3.45)
den Beitrag

So(z,t) = qo&3DV - -q
= 0(t) [p(z =) 3D0) - Vi(z <)
= §(t)d3(x 22©) <3D(t)[0V 6,061,601, +
00)581501,01, + 00 81581,01,].
Diese Darstellung entpuppt sich aufgrund des stark singuldren Charakters
der Quelle als recht unhandlich. Erst im Falle einer glatteren Quellvertei-
lung bringt die Hinzunahme dieser zusétzlichen Quellterme einen fallichen
numerischen Beitrag.
Der Term %qo in (3.37) berechnet sich analog. Die Zeitableitung macht

auch hier nur distributiv Sinn.
Im Falle harmonischer Einstrahlung (sogenannte Frequency Domain)

P = et§(z oz(0)5(0 <0)
folgt in derselben Darstellung
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q(z,t) = ez <:>a:(0)),
a(z,t) = @904z <z0), (3.51)
0
a%
V-q(z,t) = 90 .vizoz®).

= iwe“ts(z oz),

Samtliche auftretende Ableitungen sind -wie die Quellfunktion selbst- auf
einen Punkt konzentriert, d.h. aufierhalb z = z(0 , ¢t = ¢(0) =0 gibt es keine
Quellbeitrige.
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4.4 Separation der Singularititen

Wir wollen an dieser Stelle eine (naheliegende) Methode vorschlagen, mit
welcher die oben genannten Schwierigkeiten umgangen werden kénnen. Die-
se Methode ist von der Idee her nicht neu, sie wurde beispielsweise von A.
Ishimaru und K. Furutsu bei der Behandlung der Singularititen im Rah-
men der Herleitung der Diffusionsapproximation in den Artikeln [79], [82]
und [60] bereits angewendet. Dort wurde vor der Entwicklung der relevanten
Groflen in Kugelflichenfunktionen der sogenannte ,kohdrente Anteil“ abse-
pariert. Dieses Vorgehen la8t sich nun erheblich verallgemeinern. Es stellt
sich heraus, daf} Streuterme beliebig hoher Ordnung vor dem eigentlichen
Vorgang der Approximationsbildung von der Losung absepariert und sodann
gesondert behandelt werden kénnen. Gerade in den Fillen stark singuldrer
Quellterme kann dies bei der Behandlung des direkten Problems zu erheblich
genaueren Ergebnissen fiithren.

Auch fiir das inverse Problem kann diese Aufspaltung der Strahlung
in singuldre und regulire Anteile gegebenenfalls von Nutzen sein. Dann
namlich, wenn bei einer gegebenen Parameterkonstellation der Anteil unge-
streuter Teilchen mefitechnisch erfafit werden kann, der verbleibende Anteil
gestreuter Strahlung aber zudem auch der Messung zugénglich ist. Es ist in
diesen Fillen moglich, zur Rekonstruktion der Parameter sowohl die Ver-
teilung der gestreuten Teilchen -als Lésung der Diffusionsapproximation-
als auch die der ungestreuten Teilchen zur Rekonstruktion der gesuchten
Groflen heranzuziehen. So konnte etwa aus der durch den ungestreuten An-
teil bekannten Rontgentransformation der Dampfung a(z) zuniichst diese
bestimmt werden, und anschlieend durch Loésen des inversen Diffusionspro-
blems der Absorptionskoeflizient o,(z) = a(z) <b(x) nach der in Abschnitt
4.6 Ein spezieller Fall der Riickdiffusion vorgestellten Riickdiffusionsmethode
bestimmt werden. Damit wire dann auch der Streukoeffizient b(z) bekannt.
Dieses Vorgehen kann als Alternative zu dem Vorschlag von A. Bondarenko
[30] aufgefalt werden, in welchem zur gleichzeitigen Rekonstruktion zwei-
er Parameter als zusétzliche Information die Verteilung der genau einfach
gestreuten Strahlung verwendet wird. (Vgl. hierzu den Abschnitt 3.7 Rekon-
struktionsverfahren)

Wir wollen also nun die angekiindigte Darstellung herleiten. Ausgangs-
punkt hierzu ist die zeitabhéingige lineare Transportgleichung in der Form

@w-vu(a;,o,t)m(x)u(x,9,t) = b(a:)/ n(0-0 )u(z, 6 ,t)dd +q(z,6,t),

8t Sn—1
(4.52)
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mit homogenen Rand- und Anfangsbedingungen

u(z,0,t) =0 auf , _, (4.53)
u(z,6,0) =0 auf R™x S" L. (4.54)
Die Integraldarstellung dieser Gleichung stellt eine Volterrasche Integralglei-
chung zweiter Art dar (vgl. Abschnitt 2.3 Neumannreihe und Integraldar-

stellung). Sie lautet bei gegebener fluBunabhingiger Quelle ¢(z,0,t) (vgl.
etwa Case und Zweifel [38] oder Dautray und Lions [51])

w(z,0,t) = /0 exp{ o /T “ale + 0(r )] dr} (4.55)

[b(a + 0 &1)) /

n(0 -0 )u(w +0(r t),6,7)de'| dr’
S’n—l
t t ! ! I
+ / exp { @/ alz +0(r sb)]dr} (o + 6(r ot),0,7) dr .
0 7'

Zur Vereinfachung der Notation vereinbaren wir fiir diesen Abschnitt bei
gegebenem (z,60) die abkiirzenden Schreibweisen

L (T,t) == exp{ @/: alz + 0(1 <t)]dr}, (4.56)

z1(r) = z+0(r t).

Die Darstellungen (4.52)-(4.54) und (4.55) sind grundsétzlich dquivalent zu-
einander, vgl. dazu die oben angegebene Literatur. Der erste der beiden in
(4.55) aufgefithrten Summanden

!

Ku(z,0,t) = fot, (T,t)[b(a:l)/sniln(0-0’)u(m1,0’,'r’)d0’] dr (4.57)

beschreibt dabei den Anteil der sich zur Zeit ¢ im Punkt z in Richtung 6
fortbewegenden Teilchen, die direkt aus Streuvorgéingen auf der Halbgeraden
r <6ORT stammen. Der zweite Summand

Qa,6,1) = (A0)(w,6,8) = [, (7, aler, 0,7 dr (4.58)

beschreibt dagegen die ungestreut von der Quelle g nach (z,0,t) gelangten
Teilchen. Gleichung (4.55) 148t sich damit schreiben als

u(z,0,t) = Ku(z,0,t) + (Aq)(z,0,t). (4.59)
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Wir entwickeln nun die GréBe u(z,0,t) in ihre Neumannreihe (vgl. dazu
auch Abschnitt 2.3)

u(z,0,t) Zu (z,0,t), (4.60)
u®(z,0,t) = Q(m,e,t), (4.61)
u(k)(m,H,t) = Ku(k_l)(x,é?,t) fir £ > 1. (4.62)

Fiir den Fall einer deltaférmigen Quelle
q(z,0,t) = §(t)6(0 <0y)d(x <o) (4.63)

haben wir u(®(z,6,t), v (2,0,t) und u®(z,0,t) im Kapitel 3 (Born-
Approximation) bereits explizit berechnet. Dies sind gerade die ungestreu-
ten, einmal und zweimal gestreuten Teilchen, respektive, und bilden zusam-
men die Bornapproximationen der Transportgleichung.

Wir setzen voraus, dafl die Neumannreihe (4.60) gegen die eindeutige
Losung der linearen Transportgleichung (4.52)-(4.54) bzw. (4.55) konver-
giert. (Vgl. dazu etwa wieder Case und Zweifel [38].) Dann bekommt (4.55)

die Form - -
S u® = K (Y W) + Q. (4.64)
k=0 k=0

Separation der Singularititen soll nun bedeuten, die ersten m (m € IN)
der Summanden in (4.60), (4.64), z.B. diejenigen mit singuldren Anteilen,
gesondert zu betrachten. Wir schreiben dazu

d=3u® = T 3
k=0 k=0 k=m+1
= Up + Up- (4.65)

Setzen wir dies in (4.64) ein, so folgt mit der Linearitit des Operators K

U + G = K (tm + im) + u(®
= Kiipy + Kum + u(0. (4.66)

Es gilt nun offenbar

Kup = Ku™ + v, <u0, (4.67)
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Somit bekommt (4.66) die Gestalt
m = Kiim + Ku™, (4.68)

Der Beitrag Ku(™) ist dabei gegeben durch

K = [ Db E) [ 00O @), b

(4.69)
Definieren wir also
¢"™(z,0,1) := b(x) /S (80 (6, 0)de (4.70)
so erfiillt @, wieder die lineare Transportgleichung (4.59)
Um(z,0,t) = Kipy(z,0,t) + (Ag™)(z,0,1) (4.71)

mit dem neuen Quellterm ¢™. Als Losung einer linearen Transportgleichung
kann nun fiir {@y,¢™} in der gewohnten Weise die Diffusions- bzw. Tele-
graphenapproximation berechnet werden. Bezeichnen wir die so erhaltene
Diffusionsnéherung mit ®™(z,t), so bekommen wir als Niherung an die
Losung der Transportgleichung den Ausdruck

u(z,0,t) = 3 ulb)(z,0,t) + 8™ (a,1). (4.72)
k=0

Fiir den Fall m = 0 liefert dies gerade die Summe aus dem Beitrag der
ungestreuten Teilchen und dem Diffusionsbeitrag

u(z,0,t) = u®(z,0,t) + ®(z,1). (4.73)

Die Darstellung (4.73) der Losung konnte durch Monte-Carlo-Simulationen
anschaulich bestitigt werden, z.B. fiir den Fall eines Streukoeffizienten
b(z) = 2.5em~!, einem Absorptionskoeffizienten o,(z) = a(z) <b(z) =
0.001cm ! und isotroper Streuung (6 - 0') = 1/27 in zwei Raumdimensio-
nen. Dort hebt sich der Anteil ungestreut fortschreitender Teilchen deutlich
von dem zuriickbleibenden diffusionsformigen Anteil ab (vgl. Abbn. MC6,
MCT in Kapitel 5).
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4.5 Randbedingungen in der P;-Approximation

4.5.1 Allgemeine Formulierung - Die freie Randbedingung

Bislang haben wir uns das zugrundeliegende Gebiet immer als unendlich
ausgedehnt vorgestellt. In Anwendungen hat man es allerdings fast immer
mit endlichen Gebieten (nennen wir sie 2 mit glattem Rand 9Q) zu tun,
bei denen man sehr genau die Randbedingungen zu beachten hat. Auf-
grund der zusdtzlichen Richtungs-Freiheitsgrade koénnen fiir die Transport-
gleichung sehr viel kompliziertere Randbedingungen formuliert werden, als
dies in den Diffusionsmodellen moglich ist. Drei Standard-Randbedingungen
fiir die Transportgleichung sind

a.) Die freie Randbedingung

u(z,0,t) =0 fir v(z)-0<0,zecoN. (5.74)

Dabei ist v(z) die duflere Normale an 92 im Punkt z.
b.) Die reflektierende Randbedingung,
c.) Die Grenzschicht zwischen zwei Medien.

Wir wollen hier ausschliefllich auf den ersten Fall eingehen, der bei der
numerischen Behandlung des inversen Problems in der Lasertomographie
auftritt. Physikalisch bedeutet hier die freie Randbedingung , daf} -abgesehen
von dem durch die Quelle g erfafiten Laserstrahl- keine weitere Strahlung
in das zu untersuchende Gebiet eindringen kann. Die Schwierigkeit bei der
Approximation der freien Randbedingung (5.74) liegt darin begriindet, daf}
die Richtungsinformation wesentlich bei ihrer Formulierung mit bertiicksich-
tigt wird. Gerade diese kann aber durch die Diffusionsmodelle nur sehr grob
dargestellt werden.

4.5.2 Approximation der freien Randbedingung
In (1.9) wurde gezeigt, daf in der P;-Approximation der Fluf u(z,8,t) durch
die Gréfle

1 3
uaiff(2,0,t) 1= (1) + —J(z,1) - 6 (5.75)

linear approximiert wird. Fiir diesen linearisierten Flufl kénnen wir die
Netto-Strahlungsmenge, welche die Grenzschicht 02 des Gebietes 2 am Ort
x € 00 zum Zeitpunkt ¢ in Richtung @ iiberquert, charakterisieren durch

V(m) ' oudiff(xvovt)v
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wobei wieder v(z) die duflere Normale an 0Q im Punkt z ist. Insgesamt
betridgt die gesamte einfallende Strahlung I_(z,t) im Punkt z zur Zeit ¢
demnach in dieser Ndherung

1

I (2,t) = /y (w)my(m)-9[5@(93,75”%‘1(9;,75)-9 do.  (5.76)

Beriicksichtigen wir, daf}

/ V- 0d0 = o
v-6<0

und dafl in der Diffusionsndherung mit dem Fickschen Gesetz (3.39) und
wegen (1.3) gilt

/ (v-0)(J-0)d6 = =D [ (v-0)(VE-6)db
v-0<0

v-0<0
- =Dv- %”VQ,
so vereinfacht sich (5.76) zu
1
I (z,t) = N [®(z,t) + 2Dv(z) - VO]. (5.77)

Wir erhalten schliefilich als approximierte freie Randbedingung fiir die Dif-
fusionsgleichung

®(z,t) +2Dv(z) - V& =0, (5.78)
oder in anderer Darstellung

0%
®(x,t) + 2D =0 (5.79)

(3% = auflere Normalenableitung). Dieses ist die sogenannte Marshak- oder

Robin-Randbedingung. Sie stellt eine von mehreren Moglichkeiten dar, die
freie Randbedingung (5.74) anzun&hern. Fiir alternative Ansitze verweisen
wir den Leser z.B. auf Case und Zweifel [38], M. Schweiger [172] oder die
bereits genannten Spezialbiicher iiber den Neutronentransport.
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4.5.3 Der fiktive extrapolierte Rand

Die Randbedingung (5.78) bzw. (5.79) hat noch eine recht komplizierte Form
und kann deshalb insbesondere bei der numerischen Behandlung von Trans-
portphinomenen oft nur schlecht durch das gewéhlte Verfahren ausgedriickt
werden. Man hat deshalb auch hier versucht, diese durch eine noch einfache-
re Bedingung zu ersetzen. Dazu wurde der Begriff des extrapolierten Randes
eingefiihrt. Dies ist ein fiktiver Rand 92, der auBerhalb des realen Randes
A0 liegt und ein groBeres Gebiet Q O Q umschlieft. Auf diesem wird die
Dirichlet-Randbedingung

®(z,t) =0 aufdQ (5.80)

gefordert. Wir skizzieren kurz die diesem Konzept zugrundeliegende Idee.
Man stelle sich die Randbedingung (5.79) in einer Raumdimension vor.
Dort lautet sie zu einer festen Zeit ¢

&(z,t) +2Dd (z,t) =0, =z € o9,

/ 1
oder ® (z,t) = %@(m,t). (5.81)

Da ®(z,t) > 0 auf dQ gilt, ist dort & (2,t) < 0. Wir kénnen also ®(z,t)
nach auflen linear um eine Distanz A(z) derart extrapolieren, daf fiir den
Punkt z + A(z) der Flufl ® verschwindet:

B(z + Alz),t) = 0.

Dieser zu extrapolierende Abstand 148t sich in einer Dimension einfach aus-
rechnen. Er betrigt
&(z)
Alz) = ———+. (5.82)
@' ()]

In unserem speziellen Fall (5.81) konnen wir daher schreiben

21 2
A(z) =2D = -— = =y, (5.83)
3 Otp 3
wobei )¢ := (04) ! die mittlere freie Transportweglinge bezeichnet und

gerade gleich (a < jigb) ! ist.
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®(x) extrapolierter Rand

0 ®(0) X
©'(0)]

Der Faktor % ist unabhéngig vom jeweiligen Ort bzw. von den dort vor-
handenen Absorptions- und Streukoeffizienten. Allerdings ist er aus der Sicht
einer exakteren Rechnung im Rahmen der Transportgleichung noch nicht
sehr genau. Wegen seiner fundamentalen Bedeutung bei der numerischen
Behandlung von Transportproblemen hat man deshalb versucht, ihn mittels
der zugrundeliegenden Transportgleichung genauer zu berechnen. Die dabei
gefundenen Werte liegen alle etwa bei 0.71);, als zu extrapolierende Distanz.
Dieser Wert ergibt sich zumindest im Falle des berithmten Milne-Problems.
Er kann bei anderer Problemstellung sicherlich auch andere Werte anneh-
men. Eine genauere Untersuchung und Herleitung dieser Gréfle findet der
Leser etwa in [32] oder in [85]. Diese Strecke, um welche der reale Rand
00 nach auflen verschoben werden muf}, um auf dem so erhaltenen Rand
9 die Randbedingung (5.80) zu bekommen, wird in der Literatur als Ex-
trapolationsldnge bezeichnet. Der dadurch neu gefundene Randpunkt heifit
extrapolierter Endpunkt.

Es muf darauf hingewiesen werden, dafl dieser fiktive Rand mit seinen
neuen Randbedingungen lediglich dazu geeignet ist, echt innerhalb des realen
Gebietes (2 fiir eine brauchbare Ndherung an ® zu sorgen, in den Randbe-
reichen von Q jedoch keinen Sinn macht, zumal der Wert & = 0 auf 9Q in
der speziellen Anwendung méglicherweise physikalisch gar nicht auftritt.
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Typische Werte in der Lasertomographie sind etwa a ~ 100.1em™!, b ~
100cm ! und fip ~ 0.9 (Henyey-Greenstein). Fiir diese Werte folgt z.B.
o ~ 10.1em™1, also Ay =~ 0.1cm. Fiir @ ~ b ~ 10ecm ™! ist mit fig ~ 0.9
dieser Wert mit Ay =~ lem anzusetzen. Aronson [12] weist darauf hin, daf§
aufgrund moglicherweise auftretender Reflektionserscheinungen des Lichtes
an den Rindern des Gebietes diese zu extrapolierende Distanz gegebenenfalls
noch erhoht werden miisse.

4.5.4 Detektormessungen

Auch bei der Messung der auf 02 ankommenden Strahlung muf} bei den Dif-
fusionsmodellen dariiber nachgedacht werden, welche Gréfie in der Termino-
logie der P;-Approximation dafiir anzusetzen ist. In der Lasertomographie
wird im allgemeinen ein Ausdruck der Form

g(z,t) = /S w(e)-Bulz,6,1)d6 (5.84)

fiir (z,t) € 00 x R" als gemessener Wert angesehen (vgl. z.B. Kaltenbach
und Kaschke [88] oder auch Ishimaru [82]). Wie schon oben werden wir auch
hier zur Approximation dieser Grofie versuchen, gemifl (1.9) u(z,8,t) durch

1 3
uaiff(2,0,1) i= —0(2,1) + —J(z,t) -0 (5.85)

zu ersetzen. Dies liefert uns analog zu Gleichung (5.76)

oz, t) = /S ()0 %@(:p,t) + %J(m,t) 6] do.

Wenden wir wieder das Ficksche Gesetz und (1.4) an, so folgt

/ v 0®(x,t)dd =0 und
g

/Sn*l(v-é’)(J-H)de = oD [ (v-0)(Ve-6)ds

= <:>D4?7ru -Vo.

Damit also
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g(m,t) = @DU(m)-V@(m,t)
- @Dg—f(m,t). (5.86)

Dies ist die iibliche in den Diffusionsmodellen verwendete Grofie fiir die
Beschreibung der gemessenen Daten, vgl. z.B. Arridge [14].

4.6 Ein spezieller Fall der Riickdiffusion

Wir wollen hier kurz darlegen, wie die Verwendung der oben eingefiihrten
Approximationen sich im Rahmen der adjoint field-Methode auswirkt. Ins-
besondere interessiert uns hier die physikalische Deutung der dabei auftre-
tenden adjungierten Gleichung und deren Zusammenhang mit der analogen
Vorgehensweise bei der Transportgleichung. Fiir eine ausfiihrliche Beschrei-
bung der zugrundeliegenden Methode vgl. Natterer [135]. Der Einfachheit
halber verwenden wir hier ausschlieflich L2-Riume.

Gemif Gleichung (5.77) definieren wir als Approximation an die am Ort
z € 00 zur Zeit ¢t € [0,T] in Q einfallende Strahlung die Grofle

[ (®)(z,t) := @i[@(m,t) +2Dg—i’(a;,t)]. (6.87)

Wir betrachten die Diffusionsgleichung fiir eine Quelle ); an dem Ort s; €
oN.

b ;
8—; +0,8; &V - (DV®;) = Qy, (6.88)

@j(l‘,O) =0 in Q,

P,
Pz, t) + ZD%(m,t) =0 aufdQ x[0,T].

Wir setzen also Robin-Randbedingungen voraus. Diese bedeuten nach
(6.87), daf fiir @ gilt

I_(®)(z,t) =0 aufo. (6.89)

Als MeBwerte Gj(z,t) haben wir oben bereits den folgenden Ausdruck be-
rechnet
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0%,
Gj(z,t) = @Da—](m,t) auf 0Q x [0,T]. (6.90)
v
®;(z,t) ist die exakte Losung von (6.88) bei korrektem Parameterwert o,.
Unser Ziel ist es, aufgrund der Messung der G;(z,t) fiir eine Reihe von
Quellstandorten s;(j = 1,...,N) den uns unbekannten Parameter o,(z)
zu bestimmen. (Ein analoges Verfahren existiert zur Bestimmung von D(z)
oder zur simultanen Bestimmung beider Parameter.)
Linearisierung wie in [135] dargestellt liefert mit ®; — ®; + w; und
04 —+ 04 + hj fiir w; die Differentialgleichung
Bw]-

W + ow;j &V (DV’LU]') = @hj@j, (6.91)

w;i(z,0) =0 in Q,

w;(z,t) +2D%(m,t) =0 aufd x [0,T].
v
Definieren wir den Operator R; : Lo(2) — Lo(0%2 x [0,T]) durch

Ry(ou)(@1) = <D (2,1) Gz, 1), (6.92)

wobei G(z,t) die tatsdchlich gemessenen Daten bei Verwendung der Quelle
Q;j bezeichnet, so gilt fiir dessen Fréchet-Ableitung
ow;

Rj(00)(h)(z,t) = <D—(x,1). (6.93)

Bezeichne [R;-(aa)]* : La(002 x [0,T]) — La(S2) den zu R;-(aa) adjungierten
Operator. Dann gilt der folgende

Satz: [R’-

;(0a)]" ist gegeben durch

U

T
(Bj(a)g) @) = [ [esz)dt. (6.94)
Dabei ist z; Losung der Gleichung

@% + 04z &V - (DVz) = 0, (6.95)
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zj(x,T) = 0 in Q,

zj(z,t) + ZD%(m,t) = g; aufdQ x[0,T],

&.
mit g;j(z,t) := @D%(m,t) &Gj(z,t). (6.96)

Beweis:
Fiir allgemeine z,w gilt die Beziehung

// [ + o,w &V - (DVw)] zdxdt (6.97)

_ / / [<:>—+aaz<:>v (sz)] dzdt

0z Ow

T
4 /Q (w2) (2, T) < (wz)(x,0)|de + /0 Dlw 2] deds,

Die ersten beiden Terme der rechten Seite verschwinden wegen (6.91) und
(6.95). Der dritte Term auf der rechten Seite bekommt mit der Randbedin-
gung (6.91) die Gestalt

T Bw]- 82j Bw]-

_ / [ [ep ep21(5p % 4 2 Jauds = / [ R (o) ()igsdeds.

Auf der linken Seite dagegen bekommen wir mit Gleichung (6.91) den Aus-

druck
T
// (<:>hj<I>j)zJ-da:dt.
QJ0

Also gilt tatsdchlich im Sinne der Definition (6.94)
(IR} (0a))"gj, hi) = (95, Bj(0a)(hy)), (6.98)
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womit der Satz bewiesen ist.

Interpretation: (6.91) stellt die zu (6.88) adjungierte Gleichung dar. Als
Randbedingung haben wir auch in der adjungierten Gleichung einen einfal-
lenden Strom von diesmal ,,adjungierten Teilchen*

I()(w,1) = +70;
Den Faktor (@%) hitten wir auch -anstatt der Randbedingung- der Ad-
jungierten zusprechen kénnen. Somit kénnen wir (6.91) interpretieren als
Approximation an den adjungierten Fluf} in der Transportgleichung mit der
Randbedingung, daf ,,adjungierte Teilchen“ in das Medium hineingeschickt
werden und, in der Zeit riickwérts laufend, an jedem Ort, den sie passieren,
ein Ma$ fiir dessen Bedeutung fiir die Detektormessung markieren (die soge-
nannte Importance, vgl. dazu auch den Abschnitt 6.7). Im vorliegenden Fall
diffundieren diese Teilchen durch das Medium - entgegen der richtungsauf-
gelosten Fortbewegung in der Transportgleichung. Die Menge adjungierter
Teilchen, die an dem Ort eines Detektors eingestrahlt wird, ist gerade die
Differenz aus erwartetem und tatséchlich gemessenem Detektorwert. Der
update berechnet sich dann durch Multiplikation dieser Importance mit der
FluBdichte des direkten Problems und anschlieBender Integration iiber die
Zeit.
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Kapitel 5

Numerische Realisierungen
der Transportgleichung

5.1 Vorbemerkungen

Um das direkte Transportproblem (sei es nun fiir die Beschreibung der
Ausbreitung von Photonen in menschlichem Gewebe, oder von Neutronen
in einem Kernreaktor, oder aber von Strahlung in den &dufleren Schichten
von Sternatmosphéren) auf einem Rechner zu simulieren, gibt es mehre-
re mehr oder weniger bewdhrte M6glichkeiten. Neben der bereits oben be-
schriebenen Approximation durch benachbarte Diffusionsmodelle kann die
komplette Transportgleichung etwa mittels finiter Differenzen oder finiter
Elemente diskretisiert und damit der numerischen Rechnung zugénglich ge-
macht werden. Eine hiufig verwendete Alternative besteht in der direkten
Beschreibung der physikalischen Vorgdnge im Rahmen einer Monte-Carlo-
Simulation. Wir wollen auf die einzelnen Modelle hier nur sehr kurz ein-
gehen. Es existiert zu jeder dieser genannten Moglichkeiten eine betrichli-
che Anzahl von Verotffentlichungen und relativ leicht zuginglicher softwa-
re (vgl. etwa NEA Data Bank, [110],[111],[112]). Alle im Rahmen dieser
Arbeit verwendeten Programme sind jedoch vom Autor selbst geschrieben
und getestet worden. (Finite-Differenzen-Diskretisierung und Monte-Carlo-
Simulation.) Ein wesentlicher Leitfaden dabei war es, moglichst einfache
und iiberschaubare Algorithmen zu entwickeln, um die bei der Behandlung
des inversen Problems notwendigen Anpassungen moglichst schnell und un-
kompliziert durchfiithren zu kénnen. Dementsprechend sind die verwendeten
Realisierungen bei weitem nicht die schnellsten geschweige die genauesten
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der momentan zuginglichen.

Im folgenden soll zuniichst jeweils ein kurzer Uberblick iiber die dem
Autor bekannte Literatur zu den einzelnen Verfahren gegeben werden, um
sodann die hier verwendeten Realisierungen vorzustellen.

5.2 Diskretisierungen der linearen Transportglei-
chung

5.2.1 Ausgewihlte Literaturhinweise

Als Standardreferenz soll hier das Buch [108] von E. E. Lewis und W. F.
Miller, Jr. genannt werden, welches in iibersichtlicher Weise sdmtliche der
oben genannten Realisierungen abhandelt. Einen Uberblick iiber verschiede-
ne numerische Methoden zur Behandlung des linearen Transportproblems
bietet der Artikel [166] von R. Sanchez und N. J. McCormick. Diskreti-
sierungen und Approximationen der Transportgleichung in krummlinigen
Koordinaten (insbesondere in sphirischen und zylindrischen Geometrien)
werden ausfiihrlich beschrieben in der Dissertation [144] von T. S. Palmer.

Sogenannte Diffusionsbeschleunigte Verfahren, welche gerade bei Vor-
handensein von Regionen starker Streuung sehr schnell konvergieren, werden
z.B. in [101] oder in [19],[34] behandelt. Finite-Elemente Diskretisierungen
des rdumlichen Anteils der Transportgleichung findet der Leser in [105],
[151], [87], [20], [28] und [96]. Eine alternative Zeitdiskretisierung wird in
[138] vorgestellt, und sogenannte Splitting-Techniken in dem Buch von G.I.
Marchuk [115]. Richtmyer und Morton [163] behandeln Finite-Differenzen-
Modelle fiir die lineare Transportgleichung.

In den vergangenen zehn Jahren sind (besonders von E. W. Larsen) mit
Hilfe asymptotischer Methoden die Zusammenhinge zwischen der Trans-
portgleichung und deren Diffusionsapproximation erhellt worden. Als Re-
ferenzen sind hier z.B. die Artikel [97], [99], [70], [100], [152] und [114] zu
nennen. Die bei dem Ubergang von der Transportgleichung zu der Diffu-
sionsapproximation im allgemeinen problematischen Bereiche kleiner Zei-
ten und randnaher Regionen kénnen im Rahmen dieser asymptotischen
Theorie in natiirlicher Weise durch Anfangsschichten (initial layers), Rand-
schichten (boundary layers) und Anfangs-Rand-Schichten (initial boundary
layers) ausgedriickt werden. Analoge Untersuchungen wurden fiir die ent-
sprechenden diskretisierten Probleme durchgefiihrt und mit der kontinuierli-
chen Theorie verglichen. Hier verweisen wir etwa auf die Artikel [102], [104],
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[28] und [85]. Auch in der bereits genannten Dissertation [144] von T. S.
Palmer wird auf diese asymptotischen Methoden eingegangen. G. C. Papa-
nicolaou untersucht dieses asymptotische Verhalten der Transportgleichung
in [145], [146] und [147] aus der Sicht stochastischer Prozesse.

5.2.2 Diskretisierung der Transportgleichung mittels Finiter
Differenzen

Wir betrachten die lineare Transportgleichung in zwei rdumlichen Dimen-
sionen

0
5 (@9,8,0) + 6-Vu(z,y,0,1) + a(z,y)u(,y,6,?) (2.1)

= bay) [, £60-0)ul,y,6 )8 + a(o,,6,0),

mit z,y,t € R und @ = (cos ¢,sin¢)T € S
Wir betrachten nur I diskrete auf S' gleichverteilte Richtungen 6;, (i =
1,...,I), 60; = (cos¢;,sing;). Fiir jede dieser Richtungen gilt eine (2.1
entsprechende Gleichung.

Wir approximieren nun das Integral auf der rechten Seite von (2.1) mit-
tels einer einfachen Integrationsformel. Definieren wir

uz($7y7t) = U(l‘,y,ei,t) ) QZ(mayat) = Q(mayaaiat)a

so erhalten wir fiir ¢ = 1,..., I die Gleichungen
Bui
E(ma Y, t) + 92 : VUZ(.’I}, Y, t) + CL(:L‘, y)uz(m, Y, t) (22)

I
= b(may) Z fm*ium(mayat) + Qi(mayat)a
m=1

wobei die Streuphasenfaktoren f,, ; geeignet zu wéhlen sind (vgl. unten).
Definieren wir weiter durch

pi =big=2-0;, mn:=0iy=7-6;

die Projektionen von 6; auf die entsprechenden kartesischen Achsen, und
fiihren wir die Zeitdiskretisierung durch, so folgt mit

U,El)(m,y) = ’U,i(ﬂf,y,tl) ) t :lAt7 ! GN’
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die Darstellung

w1t g aulV aulV

i i oy, oY, U]
Ar + i (z,y) + n; 3y (z,y) + a(z,y)u; (z,y)

I
=b(z,y) 3 fmiul (@) + Oz,y).  (23)
m=1

Die verbleibenden partiellen Ortsableitungen werden schliefllich -abhingig
von der betrachteten Richtung 6;- durch ein Zweipunktschema (upwind

scheme) diskretisiert. Um die Kausalitit zu erfiillen, werden dabei etwa
Q)

zur Berechnung der Ableitung Bau—;(mj,yk) die beiden Werte ugl)(mj,yk),

0

u; (mj:,yk) mit j € {j ©1,j + 1} und 6; - (z; @mj:,yk)T > 0 verwen-

)
det. Analoges gilt fiir die Ableitungen %u—;(mj,yk) (vgl. Abb.1). Insgesamt

bekommt man so fiir Richtungen 6; parallel zu den Koordinatenachsen je-
U]

weils ein Zweipunktmolekiil zur Berechnung von 6; - Vu,;’, fiir alle weiteren
Richtungen 6; dagegen Dreipunktmolekiile (Abb.1).

Bezeichnen wir die Schrittweiten in z- bzw. y-Richtung mit Az und
Ay, so ist (wie man sich mit den iiblichen Argumenten leicht iiberlegt) aus
Griinden der Stabilitét eine (sogenannte CFL-) Bedingung an die Schritt-
weiten zu stellen. (Vgl. dazu etwa das Buch von Sewell [173].) Wir haben

hier aus diesem Grunde stets (hinreichend grofziigig)

1
At < imin{Am,Ay} (2.4)
angenommen.
' /
0 0,
| /
(i.k) (.k) O  bekannt zur Zeit | und
(",k) zur Zeit (I+1) neu zu berechnen
(19) (.) ® bekannt zur Zeit |

Abb. 1: Diskretisierung der rdumlichen Ableitungen nach dem upwind scheme.
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Es stellte sich zudem heraus, dafl bei sehr grolen Werten von a(z,y)
bei nicht geniigend klein gewahlter Schrittweite At Oszillationen in den
Losungen auftraten, die durch unphysikalische negative Werte in den Groflen
u(xj, Yk, 0, t;) hervorgerufen wurden. Verantwortlich fiir dieses Verhalten
war die als Faktor in die Diskretisierung eingehende Grofie 1 ©Ata(z). Um
diese Oszillationen zu vermeiden, wurde stets darauf geachtet, dafl dieser
Faktor echt positiv blieb, das heifit mit anderen Worten, es wurde an die
Zeitkonstante At die zusitzliche Bedingung gestellt

Atmax{a(zj, )} < 1 (2.5)
J7

Die Streuphasenfaktoren f,, ; wurden fiir den Fall der Henyey-Greenstein-
Streuung wie folgt berechnet.

Sei 6 = (cos @g,singg)T mit @ = k277’, (k=1,...,I), und seien die Sekto-
ren S} durch die Vorschrift

Sp = {9’ = (cos<p’,sing0’)T e St <:>7Tr < g <=>30’ < ;}

definiert. Dann approximieren wir das Integral in (2.1) durch

ff00 Z f09 Yu(8')do'

I I
~ Zu(Gk) / f(6; '91)d9’ = Zfz’—ku(ak)a
k=1 Sk k=1

mit f;_g = [, s f (6; - 8')df'. Im Falle der Henyey-Greenstein-Streuformel

1 g2
2(1 + g2 <2g cos 9)3/2’

F(6-6) = h(g;cos?) = (2.6)

mit cosd = 6-60 und <1 < g < 1, kénnen diese Gewichte f;_j durch
analytische Integration explizit berechnet werden.

Es wurde zudem beobachtet, dal -entsprechend der Feinheit der rdumli-
chen Diskretisierung- verglichen mit der analytischen Lisung ein Glittungs-
effekt in der berechneten Losung eintritt. Gerade in Féllen sehr schwacher
Streuung, in denen man an einer verldflichen Beschreibung der Fortpflan-
zung von Singularitdten interessiert ist, kann dieser Vorgang sehr stérend
sein. Dort muf} also entsprechend fein diskretisiert werden.

107



Eine Erklirung dieses Glattungsphinomens gibt Sewell [173] an. Er weist
darauf hin, daf} bei der Verwendung des upwind-Schemas in der Diskretisie-
rung der (eindimensionalen) Gleichung

up = v(z,t)uy + a(z, t)u + f(z,t) (2.7)

ein kiinstlicher Diffusionsterm automatisch mit eingebaut wird:
ut = D(z,t)uze Sv(z, t)ug + alz, t)u + f(z,t), (2.8)
mit D(z,t) = %|’U|A,’L‘. Die Diskretisierung der so gewonnenen Konvektions-
Diffusions-Gleichung (2.8) mit Hilfe zentrierter Differenzen liefert exakt den-
selben Algorithmus wie die Diskretisierung von (2.7) mit Hilfe des upwind-

Schemas.

Auf eine vollig analoge Weise wie die soeben vorgestellte wurde auch die
entsprechende adjungierte Transportgleichung diskretisiert, wobei hier die

Umkehrung der Ausbreitungsrichtung und der Zeitachse zu beriicksichtigen
war. Vgl. die entsprechenden Bemerkungen in dem nachfolgenden Kapitel.

Box mit konstanter Parameterverteilung

\

Knoten fir finite Differenzen

©4 [ N\ D12] J | 64
k=4 ¢— —|-— -+ — - —|—— —F— 06— ——— — T — -8
!
|
|
; [
¢ . . . . . ,Fg/
|
|
I ; oo
I 3,2 j physikalischer
D18 \\; . . ( .) . . l/ rand
| |
N |
| |
‘ L] L] L] L] L] ,
|
I
| I
‘ t
| |
k=0 r—q—a—j——r—»—A——[—r—r»—a————ﬁ
(0,0) Dl) N Quelle kD4 (6,0)
/ Detektoren—— \
j=0 j=6

Abb. 2: Gitter fur die Finite-Differenzen-Diskretisierung und fiir die
angepalite Monte-Carlo-Simulation am Beispiel einer 4x6-Diskretisierung.
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5.3 Die Monte-Carlo-Methode

Als von Differenzenverfahren unabhéngiges Alternativmodell zur Beschrei-
bung von Transportvorgdngen in streuenden Medien wurde zusétzlich zu
der Diskretisierung mittels Finiter Differenzen eine sogenannte Monte-
Carlo-Simulation implementiert. Der wesentliche Vorteil dieser Monte-Carlo-
Simulationen ist die hohe Flexibilitit bei der Beschreibung komplexer Si-
tuationen und sicherlich auch der hohe Grad an Anschaulichkeit. Dennoch
sind die Verwendungsméglichkeiten im Rahmen inverser Probleme recht be-
grenzt. Das Haupteinsatzgebiet in diesem Zusammenhang scheint zum einen
die Erzeugung simulierter, von dem verwendeten Vorwirtsloser unabhéngi-
ger Daten zu sein, zum anderen kénnen damit recht gut qualitative Aussa-
gen wie beispielsweise das Auftreten von Wellenfronten oder von singulidren
Strukturen iiberpriift werden. Der Nachteil der Monte-Carlo-Methode etwa
im Rahmen der optischen Tomographie ist der extrem hohe Zeitaufwand,
der fiir die Sammlung hinreichend verldfllicher Daten betrieben werden mu$.
Immerhin sind fiir die Historie eines durchschnittlichen von einem Detektor
erfafiten Teilchens an die tausend Streuvorgidnge und ebensoviele Transport-
schritte nachzuvollziehen. Die benétigte Zeit zur Berechnung von etwa 107
Photonenhistorien -dies ist eine durchaus realistische Zahl bei der Simulation
einer Detektormessung- ist somit betrachtlich. (Etwa ein Tag auf einer SUN
Sparc ULTRA). Bei dieser Rechnung sind Varianz-Reduktionsmethoden be-
reits inbegriffen.

5.3.1 Ausgewihlte Literaturhinweise

Bei der Implementation der Monte-Carlo-Simulation haben wir uns durch-
gehend an den in der Literatur beschriebenen und allgemein verwendeten
Methoden orientiert. Es wurde lediglich eine Anpassung an das hier generell
verwendete schachbrettartige Grundgebiet vorgenommen: Zur Beschleuni-
gung der einzelnen Transportschritte wurde das Gitter vor der eigentlichen
Simulation auf ein ,Einheitsgitter” transformiert, welches durch periodisches
Aneinanderfiigen des Quadrats [0, 1] x [0, 1] entsteht. Innerhalb dieser ein-
zelnen Parzellen wurden sdmtliche Koeffizienten als konstant angenommen
(vgl. dazu Abb.2).

Wir wollen nun als allgemeine Referenzen zu der Monte-Carlo-Methode
einige Biicher und Artikel angeben, die sich bei der Entwicklung des hier
verwendeten Programms als sehr niitzlich erwiesen haben. Als leicht lesbare
Einfiihrung in die Monte-Carlo-Methode wollen wir dabei zunéchst einmal
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das Biichlein [71] von J. M. Hammersley und D. C. Handscomb nennen.
Eines der ersten mathematisch gut fundierten Werke stellt das Buch [178]
von J. Spanier und E. M. Gelbard dar. Die zur Zeit wahrscheinlich neueste
und umfassendste Darstellung findet sich in dem Buch [113] von I. Lux und
L. Koblinger. Von auflerordentlich grofem Nutzen fiir den Autor war der
entsprechende Abschnitt iiber die Monte-Carlo-Simulation des Neutronen-
transports in dem Buch [170] von Yu. A. Shreider. Die Dokumentation [182]
von L. Wang und S. L. Jacques ist aus der Sicht der optischen Tomographie
sehr lesenswert. Viele sehr hilfreiche Anregungen insbesondere zur Verwen-
dung von Methoden zur Varianzreduktion hat der Autor aus Gespréichen mit
S. Arridge und M. Schweiger und aus dem Artikel [78] erhalten. Last but
not least soll hier das sehr lesbare Skript [168] von N. Schmitz und F. Leh-
mann genannt werden, in welchem unter anderem viele Tips zur Erzeugung
gewiinschter Zufallszahlenverteilungen zu finden sind.

5.3.2 Grundlegendes zur Simulation

Bei der Monte-Carlo-Simulation wird die Historie eines jeden einzelnen
Teilchens einer vorgegebenen Gesamtpopulation nach statistischen Ge-
setzmiBigkeiten auf einem Rechner nachvollzogen. Ein wesentliches Hilfs-
mittel dazu ist ein Zufallszahlengenerator, welcher eine Gleichverteilung
von Zufallszahlen auf dem Intervall [0, 1] erzeugt. Den bekannten physika-
lischen GesetzmaéBigkeiten entsprechend werden damit Eintrittswinkel, freie
Weglangen, Streuwinkel bzw. Absorptionsereignisse berechnet. Diese direkte
Nachbildung der zugrundeliegenden physikalischen Vorginge wird als ,,Ana-
loges Monte-Carlo* bezeichnet. Da bei dieser Vorgehensweise auch fiir die je-
weilige Anwendung uninteressante Teilchenhistorien komplett nachvollzogen
werden, ist dieses Analoge Monte-Carlo in vielen Anwendungen unverhélt-
nisméfig zeitaufwendig. Aus diesem Grunde haben sich sogenannte Varianz-
Reduktions-Methoden durchgesetzt, von denen die wichtigste (und in dieser
Arbeit verwendete) wohl die ,Methode der statistischen Gewichte“ darstellt.
Jedem Photon wird dabei zu Beginn seiner Irrfahrt ein ,,Startgewicht* mit-
gegeben. Wird nun ein Photon in einem simulierten Wechselwirkungsprozefy
physikalisch betrachtet absorbiert, so wird ihm bei dieser Methode lediglich
ein der Absorptionswahrscheinlichkeit entsprechender Anteil seines Gewich-
tes abgezogen. Gelangt dieses Photon schliefllich nach einer Reihe solcher
Wechselwirkungen in einen Detektor, so wird es dort auch lediglich mit
dem ihm noch verbleibenden Gewicht registriert. Ein weiteres hier verwen-
detes Verfahren zur Reduktion der Varianz ist das sogenannte ,Russische
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Roulette*, welches einem Teilchen mit zu geringem verbleibendem Gewicht
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die Chance gibt, mit neuem Gewicht
wiedergeboren zu werden, mit der Komplementdrwahrscheinlichkeit dieses
jedoch in seiner Irrfahrt stoppt. Fiir eine mathematisch strenge Rechtferti-
gung dieser und anderer Methoden der Varianzreduktion verweisen wir auf
die angegebene Literatur.

5.3.3 Die modellierte Irrfahrt

Wir wollen diese hier nur skizzieren. Die Irrfahrt eines Photons werde mit
der Zuweisung einer Startposition, einer Startzeit und einer Startrichtung an
einem Ort innerhalb des Gebietes (2 begonnen. Sei nun [ die zu berechnende
freie Weglidnge des Teilchens. Fiir diese gilt die Verteilungsfunktion

Ed

Pl <z} = 1oe o alo)ds, (3.9)

wobei s den Abstand von dem letzten Wechselwirkungsort (bzw. der Start-
position) entlang der Flugbahn angibt und das Symbol P die entsprechende
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {l < z} bezeichnet (vgl. Shreider [170]).
Die entsprechende Verteilungsdichte betrigt

ple) = P <a} = a()eJs O, (3.10)

Sei ¢ € [0, 1] eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl. Dann ge-
winnen wir die aktuelle freie Wegliange [(£) eines Photons mittels der Formel
(vgl. Shreider [170], S.99)

| eng YN 1 a;

W) =UL+hk+...+Iln1) an

: (3.11)

wobei [; die Weglinge des Photons in dem ¢-ten vollstindig durchquerten
Pixel O; bezeichnet und a; entsprechend den konstanten Wert der Dampfung
a(0;) innerhalb dieses i-ten Pixels. Der Quotient auf der rechten Seite von
(3.11) gibt gerade die Weglénge in dem nicht mehr vollstindig durchquerten
Pixel On an. Der Index N ist dabei durch die Bedingung Eil\;_ll lia; <
lné < Ef\il l;a; eindeutig festgelegt. Uberquert das Teilchen entlang dieses
Weges die physikalische Berandung 0Q des zugrundeliegenden Gebietes Q,
so wird es in dem dort positionierten Detektor registriert und die Irrfahrt
somit beendet.

Anderenfalls wird die neue Position des Teilchens gemifl der Formel
(3.11) berechnet. Dort findet nun in jedem Fall eine Wechselwirkung mit dem
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umgebenden Medium statt, entweder ein Absorptions-, oder aber ein Streu-
vorgang. Entsprechend der Aufteilung der Dampfung a(z) = o4(z) + b(z)
in einen Absorptionsanteil o,(z) und einen Streuanteil b(z) wird nun in
einem erneuten Zufallsexperiment entschieden, welches dieser beiden Ereig-
nisse eintritt.

Wird es absorbiert, so wird im Rahmen einer analogen Simulation die
Teilchenhistorie damit beendet, wihrend bei Anwendung der Methode der
statistischen Gewichte stattdessen das momentane Gewicht des Teilchens
mit dem Faktor % multipliziert und damit bei echt positiver Absorpti-
onswahrscheinlichkeit o,(z) > 0 herabgesetzt wird. In letzterem Fall kann
nun noch bei Erreichen eines zu kleinen Gewichtes (wiederum mittels eines
Zufallsexperimentes) dariiber entschieden werden, ob dieses Photon mit ei-
nem nach einer vorgegebenen Regel wieder erhthten Gewicht die Irrfahrt
fortsetzen darf, oder ob dieses entgiiltig gestoppt und stattdessen mit der
Irrfahrt des nichsten Photons begonnen wird.

Wird das Photon dagegen gestreut, so mufl als n#chstes geméd dem
vorgegebenen Streugesetz eine neue Flugrichtung berechnet werden. Im Fal-
le isotroper Streuung bedeutet dies einfach, aus einer Gleichverteilung in
Sl eine beliebige neue Richtung zufillig auszuwihlen. Fiir den Fall, daf
Henyey-Greenstein-Streuung vorliegt, wird dagegen -etwa mit Hilfe einer
sogenannten , Inversionsmethode“, vgl. N. Schmitz [168]- aus der vorgege-
benen Streuformel

1 1 g2
2 (14 g2 <2g cos9)3/2

p(cosd;g) = (3.12)

und einer vorgegebenen Gleichverteilung auf [0, 1] eine Zufallszahl £ = cos ¥
berechnet, die der Verteilung (3.12) geniigt. Fiir n&here Einzelheiten ver-
weisen wir auch hier wieder auf die angegebene Literatur, etwa [168], [182]
oder [113]. Entsprechend dem so berechneten Streukosinus ¥ wird sodann
die Irrfahrt in die neue Richtung fortgesetzt durch Bestimmung einer neuen
freien Wegliange .

5.4 Einige Monte-Carlo-Simulationen

5.4.1 Beispiel 1: Drei Regimes der Transportgleichung

Bei der Behandlung der verschiedenen Approximationen der Transportglei-
chung sind wir auf im wesentlichen drei verschiedene Erscheinungsformen
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(,Regimes“) gestoffen: Dem vorwiegend singuldren Verhalten der Ausbrei-
tung (vgl. die Born-Approximation), dem vorwiegend wellen&hnlichen Ver-
halten der Ausbreitung (vgl. die Telegraphenapproximation) und dem vor-
wiegend diffusionsférmigen Verhalten der Ausbreitung (vgl. die Diffusions-
approximation). Mit der Monte-Carlo-Methode steht uns nun das passende
Werkzeug zur Verfiigung, diese einzelnen Regimes in Form von Momentauf-
nahmen der Verteilungsdichte sichtbar zu machen. Wir wollen im folgenden
(exemplarisch) einige ,,Zeitreihen* vorstellen, in denen diese verschiedenen
Regimes der Transportgleichung besonders deutlich zutage treten. Fiir die
Simulationen wurden in den meisten Fillen an die 107 Photonen verwendet,
wobei aber der Schwerpunkt nicht so sehr auf diese quantitativen Aspekte
gelegt wurde. Dargestellt werden in den Bildern die iiber die Richtungen in-
tegrierten Photonendichten zu zehn aufeinanderfolgenden Zeitpunkten glei-
chen Abstandes.

Als Quellterm diente jeweils ein Lichtpuls, welcher deltaférmig in Raum,
Zeit und Richtung in das Medium gestrahlt wurde. Bis auf MC7 wurden in
allen Fillen iiber das Gebiet konstante Streukoeffizienten der angegebenen
Grofle verwendet. Der Absorptionskoeffizient war ebenfalls jeweils konstant
und hatte in allen Fillen die GréBe o = 0.001cm ™.

Abb. MC1 zeigt eine Situation mit ausgesprochen kleinem Streupara-
meter von b = 0.05cm ™! bei isotroper Streuung. Deutlich erkennbar ist der
singuldre Anteil, der sich mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig durch
das Medium bewegt.

In Abb. MC2 wurde der Streukoeffizient auf 0.5¢m ! bei isotroper Streu-
ung angehoben. Der singuldre Anteil ist nach wie vor dominant, aber es 148t
sich ansatzweise eine Art Wellenfront erkennen.

In Abb. MC3 wurde die Situation eines Streukoeffizienten der Grofie
2.5cm ™! bei Henyey-Greenstein-Streuung mit g = 0.9 simuliert. Hier ist nun
deutlich eine Wellenfront erkennbar. Eine solche Situation ist also weitaus
besser durch die Telegraphenapproximation als durch die Diffusions- oder
Bornapproximation darstellbar.

In Abb. MC4 wurde b = 25.0cm ™! bei isotroper Streuung gewihlt. Die
Ausbreitung der Photonen trigt nun klar diffusionsférmigen Charakter. Eine
Wellenfront oder ein singulirer Anteil sind mit bloem Auge nicht erkennbar.

Die gleiche Situation (b = 25.0cm ') wurde in Abb. MC5 noch einmal
bei Henyey-Greenstein-Streuung mit g = 0.9 dargestellt. Auch hier iiber-
wiegt der diffusionsférmige Charakter, wenngleich sich anfinglich auch eine
Wellenfront andeutet.

In der Abb. MC6 wurde ein mittlerer Streukoeffizient von b = 2.5em ™!
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bei isotroper Streuung gewéhlt. Da die Ddmpfung o, + b des ungestreu-
ten Anteils nicht sehr grof} ist, ist der singuldre (ungestreute) Anteil relativ
stark. Die verbleibenden gestreuten Photonen scheinen sich dagegen eher
diffusionsférmig zu verhalten. Der Grund hierfiir ist wohl in dem vorlie-
genden isotropen Streugesetz zu suchen. (Isotropie des Flusses ist eine der
Grundvoraussetzungen der Giiltigkeit der Diffusionsndherung.) In dieser Si-
mulation wird zudem deutlich, daf} es zuweilen durchaus Sinn macht, vor der
Entwicklung der L6sung eines Transportproblems in Kugelflichenfunktionen
den singuldren Anteil abzuspalten und diesen dann getrennt zu behandeln.
(Vgl. dazu den Abschnitt 4.4 Separation der Singularitéten.)

Ein dhnliches Verhalten ist in Abb. MC7 zu erkennen, in welcher wieder-
um gemiBigte Streuung (b = 1.0cm™!) bei isotropem Streugesetz angenom-
men wurde. Auerdem wurde in die Mitte des Gebietes ein stark streuendes
(quadratisches) Objekt mit b = 10.0cm~! gesetzt. Deutlich erkennbar ist
auch hier der singuldre Anteil der ungestreuten Photonen, der geradlinig
das Gebiet durchquert. Dieser erzeugt dabei eine Photonenwolke, die sich
weder komplett diffusionsformig noch komplett wellenférmig verh&lt. So-
bald diese Wolke und der singulidre Anteil das quadratische, stark streuende
Objekt durchqueren, erzeugen sie dort eine sich kreisférmig zum Rand hin
ausbreitende Wellenfront, die ihrerseits natiirlich zudem diffusionsfé6rmigen
Charakter hat. Auch ist in dem quadratischen Objekt eine Art ,Nachglithen*
zu erkennen, was daraus resultiert, da} dort eingedrungene Photonen auf-
grund der hohen Streuung in diesem Objekt eine Zeitlang ,,gefangen® blei-
ben, bevor sie nach und nach wieder an die Umgebung abgegeben werden. Im
Vergleich zu der entsprechenden Simulation ohne ein solches quadratisches
Objekt erscheint hier die Storung (das Quadrat) im Fluf} also als eine Art
»otreuquelle“. Diese kann beispielsweise von dem Riicktransportalgorithmus
erkannt und lokalisiert werden. (Vgl. die entsprechenden Ausfithrungen in
dem Abschnitt 6.7)

5.4.2 Beispiel 2: Die Struktur der Daten

Als weitere Anwendung der Monte-Carlo-Methode haben wir in ein recht-
eckiges Gebiet homogener Parameterverteilung jeweils Photonen in Form
eines Deltapulses (in Ort, Zeit und Richtung) eingestrahlt, und auf dem
Rande des Gebietes die resultierende Detektorantwort gemessen. Dies 148t
Riickschliisse zu auf die Struktur der Daten, wie sie bei der Anwendung des
Riicktransportalgorithmus in den verschiedenen Féllen schwacher und star-
ker Streuung vorliegen.
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Es wurden drei physikalisch relevante Félle getestet:

1.) Der schwach streuende Fall: b = 1.0cm !, o, = 0.025¢m !, bei isotroper
Streuung.

2.) Der sehr stark streuende Fall mit den Parametern, wie sie in etwa bei
der optischen Tomographie vorliegen: b = 100.0cm !, o, = 0.025cm !, bei
Henyey-Greenstein-Streuung mit g = 0.9.

3.) Die zu 2.) gehorige Parameterkonstellation, wie sie bei der Naherung
durch die Diffusionsapproximation angenommen wird: b = 10.0cm™!, o, =
0.025cm !, bei isotroper Streuung.

Die Quelle war jeweils auf der Mitte einer der langen Seiten des 4.0cm X
6.0cm groflen Gebietes positioniert und es wurde dort senkrecht in das Ge-
biet eingestrahlt. Es wurde jeweils eine Zeitspanne von 20s bei einer an-
genommenen Geschwindigkeit von 1ems ! gemessen. Die Ergebnisse sind
in den Abbildungen MC8, MC9 und MC10 dargestellt. Die Anzahl der zur
Simulation verwendeten Photonen betrug dabei jeweils etwa 5.107.

Auf der linken Seite der Abbildungen sind jeweils auf der vertikalen
Achse nacheinander (im Gegenuhrzeigersinn) die Detektoren aufgetragen,
angefangen mit der Seite, an welcher die Quelle positioniert ist. Auf der
horizontalen Achse ist entsprechend die Zeitentwicklung fiir jeden dieser
Detektoren aufgetragen.

In MCS sind im oberen Diagramm der rechten Seite die Zeitentwicklun-
gen in jeweils einem quellnahen und in dem der Quelle genau gegeniiber-
liegenden Detektor graphisch dargestellt. Gut erkennbar ist der singuldre
peak, der von den zuerst ankommenden ungestreuten Teilchen in dem der
Quelle gegeniiberliegenden Detektor erzeugt wird. In der unteren Graphik
sind fiir diesen Zeitpunkt (genau 4.0s nach dem Start) und fiir einen kurz
darauffolgenden Zeitpunkt sémtliche Detektorausschlige (vertikaler Schnitt)
gegeneinander aufgezeichnet. In beiden Graphiken geht dieser singulére peak
weit iiber die obere Bildkante hinaus (Er liegt in der dortigen Skala bei etwa
800000).

In MC9 und MC10 sind auf der rechten Seite jeweils die Zeitverldufe in
einem quellnahen und einem quellfernen Detektor graphisch aufgezeichnet.
Sie zeigen die in der optischen Tomographie typische Gestalt einer Meflkurve.
Mit dem bloBlen Auge ist praktisch kein Unterschied zwischen den Detek-
torantworten der beiden Simulationen zu erkennen. Dies 148t auf eine gute
Approximierbarkeit der Tranportgleichung durch die Diffusionsndherung in
diesem stark streuenden Fall schlieflen.
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5.4.3 Abbildungen
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Kapitel 6

Der
Riicktransportalgorithmus

6.1 Problemstellung

Wir wollen die in [135] vorgestellte Riickpropagationsmethode auf den Fall
der Lasertomographie anwenden.
Dazu betrachten wir die zeitabhingige Transportgleichung

% +0-Vu(z,0,t) + a(z)u(z,6,t) < b(z) / 006 )u(e,6',1)d6
gn—
= q(z,0,t) in QxS"1x[0,T], (1.1)
mit der Anfangsbedingung
u(z,0,00 =0 in QxS"! (1.2)
und der Randbedingung
u(z,0,t) =0 auf | _. (1.3)

Es ist
v+ = {(@,0,t) €00 x "1 < [0,T], +u(z)-0 > 0}.

Q ist ein konvexes kompaktes Gebiet in R" (n = 2, 3) mit C!-glattem Rand
09, v(z) bezeichnet die duBere Normale an 9Q im Punkt z. Die Grofe
u(z,0,t) bezeichnet die Dichte der Photonen, die sich zum Zeitpunkt ¢ am
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Ort z in Richtung 6 bewegen. Die Geschwindigkeit der Photonen wurde auf
¢ = 1 normiert.

a(z) ist der totale Wirkungsquerschnitt (oder die Ddmpfung), b(x) der Streu-
querschnitt, o,(z) := a(z) <b(z) der Absorptionsquerschnitt, und 7(6 - §')
gibt die bei einem Streuvorgang resultierende Richtungsverteilung der ge-
streuten Photonen im Vergleich zur Richtung vor dem Stof} an. Es gilt

/ n(@-6)do = 1. (1.4)
Sn—l

Wir wollen das Problem (1.1)-(1.3) fiir p verschiedene auf 9 positionierte
Quellen betrachten. Wir werden im Rahmen dieser Arbeit dafiir beispiels-
weise Diracsche Deltapulse in Ort, Zeit und Richtung ansetzen,

gj(z,0,t) := 0(x <s55)6(t)0(0 <6;) (1=1,...,p) (L.5)

mit v(s;) - 0; = <1 (oder allgemeiner v(s;) - 8; < 0). Wir strahlen also
an den Orten s; € 0 in Richtung ©v(s;) zur Zeit ¢ = 0 jeweils einen
Lichtpuls in das Medium ein. Es k6nnen aber auch nach Belieben andere
auf 02 positionierte Quellen verwendet werden, ja sogar Quellen im Inneren
des Gebietes. Gemessen wird dann eine Funktion des jeweils austretenden
Flusses u|r, auf 0, siehe weiter unten. Wir setzen die Streuphasenfunktion
n(6 - ') als bekannt voraus und wollen die Verteilungen oq4(z), b(z) in Q
aufgrund der Messungen rekonstruieren.

6.2 Linearisierung

Wir schreiben die Gleichung (1.1) als

T (‘Z‘) u =g, (2.6)

wobei T' (%) ein Operator ist, der von einem Raum der Zusténde U in einen
Raum der Quellfunktionen Y abbildet,

T (‘2“) LU > Y. (2.7)
Liegt eine der speziellen Quellen ¢;, j = 1,...,p, vor, so versehen wir die

entsprechende Losung mit eben diesem Index j,
o .
T(;) uj =q5, j=1,...,p. (2.8)
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Wir werden etwas weiter unten die verwendeten Rdume U und Y genau-
er definieren. Hier setzen wir zunichst nur voraus, dafl U und Y gewisse
Banachrdume sind.

Wir definieren den linearen Operator

A:U-=>Y, (2.9)
Au = (2 +6-V)u
ot ’
und den bilinearen Operator
B:FxU-=>Y, (2.10)

B((0a,0)T,u) := (04(z) + b(z))u < b(z) /Sn_ln(O-Ol)u(a:,O’,t) e’

F' ist dabei der Banachraum der Parameter,

F = F1 X F2, (211)

mit o, € F1, b € F5. Auch diese Rdume werden im folgenden n&her spezifi-
ziert.

Es sei hier angemerkt, dafl wir bewufit o, und nicht a als zweiten Pa-
rameter wihlen, da physikalisch gesehen a nicht unabhéngig von b ist. Die
Wahl von a wiirde deshalb in der numerischen Realisierung einige Probleme
aufwerfen, auf die wir spiter noch niher eingehen werden. (Vgl. Abschnitt
6.8)

Als zusétzliche Information auf 9Q x [0,7] sind fiir j = 1,...,p die
Mefwerte

G,(z,t) = /SH v(z) - 04;(z,6,t)do (2.12)

gegeben, welche Elemente eines Banachraumes Z seien. Der Index j weist
hier wieder auf die vorliegende Quelle g; hin, und #; steht fiir die physi-
kalisch in (z,0,t) vorliegende FluBidichte bei Anlegen dieser Quelle g;. Der
Ausdruck (2.12) entspricht dabei den im Rahmen der optischen Tomographie
iiblicherweise angenommenen Detektorcharakteristiken, vgl. Kaltenbach und
Kaschke [88] oder Ishimaru [79], [82]. Die MeBwerte korrespondieren mit
den real vorliegenden Parametern (&,, E)T, von denen wir annehmen, daf}
sie ebenfalls in F' liegen. Wir kennen diese Parameter jedoch nicht. Statt-
dessen steht uns lediglich eine Schitzung (o4,b)” zur Verfiigung, mit welcher
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wir das Vorwirtsproblem (2.6) 16sen kénnen und damit auf 9Q x [0,T] die
Ausdriicke

G, (2) (2,8) = /Sn_l () - Bu;(x, 0, 1) d (2.13)

berechnen kénnen. Die u; seien dabei Losungen der Probleme

T (Ub“> uj = gj (2.14)

fir j = 1,...,p. Es gelte fiir alle j

wj €U, Gj (‘2“) € Z (2.15)

Unser Ziel ist es nun, (o,,b)T so zu bestimmen, daf gilt

G; (2“) (z,t) = Gj(z,t) aufdQ x [0,T]. (2.16)
Bei allgemein vorgegebenen nicht exakten Parametern bleibt uns in der Re-
gel ein nicht verschwindendes ,,Residuum*

R, ("b> (2,1) == G (‘;) (2,8) © Gj(a, 1), (2.17)

welches ebenfalls in dem Raum Z liegt.
Wir wollen mit Hilfe eines iterativen Verfahrens versuchen, diese p Re-
siduen zu minimieren. Wir nehmen also an, daf} wir fiir

R; (‘2“) =0 firj=1,...,p (2.18)
die richtigen (d.h. real vorliegenden) Parameter gefunden haben. (D.h. wir
setzen die Eindeutigkeit der Losung dieses inversen Transportproblems vor-
aus. Hierzu gibt es bislang nur sehr wenige gesicherte Erkenntnisse. Vgl. da-
zu etwa den oben angefiithrten Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Choulli
und Stefanov [47].)

Sei nun (o,,b)7 eine solche Schitzung. Um im Rahmen eines Newton- oder
GauB-Newton-Verfahrens sdmtliche der p Residuen (2.17) gleichzeitig zu be-
arbeiten, wire die Berechnung und Invertierung von Matrizen betrdchtlichen
Ausmafles erforderlich. Sei etwa R;- (%) die noch genauer zu definierende
Fréchet-Ableitung der Abbildung R; (%), so wire ein Operator der Form
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() m () @19

zu berechnen und zu invertieren, was hier praktisch kaum durchfiihrbar er-
scheint. Wir fordern deshalb lediglich, daf} eine der Gleichungen (2.18) erfiillt

wird. Wir suchen also eine Korrektur (einen ,update“) (h, k)f, fiir die gilt
Oq h Oq
( b) + (k>] ~ ( ;i ), also (2.20)

h
R; (((’;)a> + <k> ) ~ 0 fiir ein gegebenes j. (2.21)
J
Sukzessive werden dann in Form eines ,sweeps“ simtliche Quellen g;, j =
1,...,p, nacheinander in einer frei zu wihlenden Reihenfolge jeweils genau

einmal fiir einen solchen update herangezogen. Erst nach Durchlauf eines
solchen sweeps wird iiberlegt, ob die bislang gewonnene Naherung bereits
gut genug ist, oder ob ein weiterer sweep durchgefiihrt werden soll.

Fiir die Fréchet-Ableitung R;- der Abbildung R; gilt nach Definition

Oqa h Oq _ U Oq h h
(%)« () em (%) =m (%) () - (
wobei o das Landausche Symbol und || .||z die Norm im Parameterraum F

bezeichnet. R; wird dabei als Abbildung von dem Parameterraum F in den
Raum der Daten Z aufgefafit,

F) . (2.22)

Rj : F - Z firj=1,...,p. (2.23)

Motiviert durch (2.22) suchen wir also im Rahmen einer Newton-Methode
eine Korrektur (h, k)?, fiir die gilt

R, (2“) <Z>] — ©R; (Ub"> (2.24)

Wir nehmen an, daf die Gleichung (2.24) unterbestimmt ist. Dies erscheint
verniinftig, da bei nur einer Messung auf 9Q x [0,T] ,,wahrscheinlich“ nicht
geniigend Information zur Verfiigung steht, um auf ganz ) zwei Parameter
zu rekonstruieren. (Auch hier gibt es bislang nur sehr wenige Erkenntnisse.)
Wir suchen deshalb die Losung kleinster Norm. Wir stellen uns also die
Aufgabe
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2
Minimiere { H (h>
k/;

2

, (Z) lost (2.24) } (2.25)
J

mit einer geeigneten Norm ||.||2 der Parameter. Um diese Minimierungs-
aufgabe 16sen zu koénnen, bendtigen wir zunichst einen Ausdruck fiir die
Fréchet-Ableitung R;- (ab“). Einen solchen wollen wir nun berechnen.

6.3 Beweis der Fréchet-Differenzierbarkeit von
R,

Seien

ga, b € L®(Q), (3.26)

mit o4, > 0, n(. -6') und n(f - .) € LY(S™ 1) fiir fast alle #',0 € S"1
resp., so daf} zudem gilt

/5 C(6-6)de =1 ffa 6 est, (3.27)
/S C6-6)df =1 ffa fes (3.28)

Wir definieren die Riume

H' = {ueL'@x 85" x[0,T]), (& + 0-V)u € L@ x " x[0,7]) },
W, = {u € H', u(x,0,0) =0 auf Q x S"7 1, ul(r_ |v-6|dodods) = 0 }
Sei weiter

g € LY x S" 1 x0,T)). (3.29)

Dann sind die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes des
Abschnitts 2.1 erfiillt. Es gilt also der

Satz 5.3.1: Unter den Voraussetzungen (3.26)-(3.29) besitzt das Trans-
portproblem (1.1)-(1.3) eine eindeutige Losung u € Wj.
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Fiir u € W7 und u € H' definieren wir die Norm

lullwy, = llullgr = llulle + 1(8; +6- V)ul|r:. (3.30)

Fiir das Gebiet ) fordern wir der Einfachheit halber, dafl es konvex und
endlich ist und einen mindestens C'-glatten Rand 02 besitzt. Verallgemei-
nerungen sind hier aber sicherlich moéglich. Genauer definieren wir nun die
Réaume

F = L®(Q) x L®(Q), Y = LYQ x S" 1 x[0,T)),
Z = LY09Q x[0,T]), U = Wi,
mit  ||(04,0)TlF = ||0alloo + ||bllco- F wird im folgenden der Raum der

Parameter (o,,b)” sein, Y der Raum der Quellfunktionen ¢, Z der Raum
der Daten oder Meflwerte GG, und U der Raum der Zustinde u. Alle diese
R&iume sind Banachrdume, aber keine Hilbertrdume. Sie stellen die physi-
kalisch sinnvollen Rdume fiir das Vorwértsproblem der Transportgleichung
dar.

Fiir alle Funktionen u € U definieren wir auf 9Q x [0,T'] die Funktionen

Glo,t) = /S  w(e) - Bulz,6,t)do, (3.31)

wobei v(z) wieder die duflere Normale auf 9 im Punkt z € 912 bezeichnet.
Wie wir zeigen werden, leben diese Funktionen in den Riumen Z. Es gilt
genauer der

Satz 5.3.2: Fiir u € W; und bei C'-glattem Rand 0N liegen die durch
(3.31) definierten Funktionen G in L'(89Q x [0, T)). Die durch (3.31) vermit-
telte Abbildung

M : Wy — LY09Q x [0,T])
ist stetig, d.h. es gibt eine Konstante C; > 0, so daf} gilt

1G L1 o0xp0m) < Cillullw,. (3.32)

Beweis des Satzes: Der Beweis dieses Satzes basiert auf einer Idee von
V. Palamodov [142]. Wir merken zunéchst an, da§ aufgrund der Randbedin-
gung ulr_ = 0 das Integral in (3.31) tatséchlich nur Beitrége von Richtungen
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6 mit v(z) - 0 > 0 bekommt.
Sei nun y € 9Q. Fiir (y,0) €, + definieren wir

m(y,<h) = sup{t,yerhecQ fir0<r <t}

Die Grofle 7(y, <) stellt die Laufzeit eines Teilchens durch das Gebiet 2
dar, welches an der Stelle y in Richtung <4 dort eindringt und sich geradlinig
ausbreitet.

Wihle nun eine kleine Konstante ¢ > 0 und definiere hierfiir die Mengen

Sc(y) = {0€8" !, v(y)-6>0undr(y,<h) <e},

S.(y) = {0€8"! v(y)-6>0undr(y,<0) > e}

Wir wihlen nun fiir dieses € eine feste Funktion h € C!([<¢,0]) mit

h(ee) =0, h0)=1 0<h<l (3.33)

Wir greifen uns einen Punkt y € 0 heraus und betrachten eine kleine Um-
gebung dy C 9N dieses Punktes in einem kleinen Zeitintervall §¢ C [0,T].
Sei t' € 6t. Damit fithren wir nun in dieser Umgebung eine Parametertrans-
formation ¢ durch, welche auf (z,t) folgendermaflen wirkt:

(2,t) = (y,t) + s(6,1), (3:34)
mit z € Q, y € 89, s,t € R. Sie ist gegeben durch

¢ (z,0,t) = (y,5,0,t) (3.35)
mit
xr — y+sb,
t — t +s, (3.36)
6 — 0.

Schreiben wir u = 4 o ¢, so folgt
u(z,0,t) = a(y,s,0,t). (3.37)
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Nach der Transformationsformel geht dabei das Volumenelement dzdfdt
iiber in

dzdfdt = |De|dydsdbdt (3.38)

wobei |D¢| den Betrag der Jakobi-Determinante bezeichnet. Fiir die durch
(3.36) gegebene Transformation ¢ rechnet man leicht nach, daf fiir v-6 > 0
gilt

|Dy| = (v-0)7". (3.39)
Zudem besteht fiir die Ableitung von 4 nach der Variable s die Beziehung

(8, +60-V)u(z,0,t) = %ﬂ(y,sﬁ,t’). (3.40)

Dies folgt sofort aus der Kettenregel. Wir integrieren nun die Funktion

(hii)(y,5,0,t') = h(s)ii(y,s,0,t) (3.41)

von s = <€ bis s = 0. Wir bekommen dadurch fiir alle Richtungen 8 € S;
die Abschitzung

| (hit)(y,s = 0,0,t ) & (hit)(y,s = <¢,0,t ) | (3.42)
0 ’ 0 ! 0 !
=| [ (hi),ds| < | [ h,ads| + | [ hi,ds].

Fiir Richtungen 6 € S, integrieren wir dagegen nur von s = <7 (y, <f) bis
s = 0. Es folgt dort analog

| (hit)(y,s = 0,0,t ) & (hit)(y,s = r(y,<H),0,t ) | (3.43)
0 ! 0 r
< | hiids| + | hii, ds .
_T(y’_o -T y’_o

In (3.42) gilt (hit)(y,s = <¢,0,t) = 0, da h(<e) = 0 vorausgesetzt wurde.
In (3.43) gilt (hi)(y,s = er(y,<h),0,t) = 0 aufgrund der Randbedingung
u|r_ = 0. In beiden Fillen folgt also

0 0
iys = 0,000 < Wellor ([ jilas + [ |3a|ds), (3.44)
—v(y,8) —v(y,8) 0s
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mit y(y, ) = e fiir § € Sc(y) und y(y,0) = 7(z, <h) fiir 6 € S.(y), und

Iklcr == sup |h(s)] + sup [B'(s)].
z€[—¢,0] z€[—e€,0]

Integrieren wir also iiber ein Element dydt , so folgt

i
N /(5y/6t' / - / (V'o)a(y’s:O’H’t’)dH‘dt'dy
/t5y/ Al (/Seus v 0)[/ ~(5,6) |u|d5+/ v6) |—Su|d8]d9>dt dy.

Integrieren wir diese (lokalen) Ausdriicke iiber den gesamten Rand 92 und
das gesamte Zeitintervall [0,7] und transformieren wir zuriick, so folgt

schlieflich
/ / ‘ / (v-0)u(y,0,t)do ‘ dtdy
aa Jjo,T] | Jsn—1

< ]|h||01// / (Jul + (8, + 6 - V)ul) dodtdz

/ (v-0)a (y,s-OOt)dO‘dtdy
Sn—1

= |[Bllex llullw, < oo

Dies aber ist gerade die Abschitzung (3.32) des Satzes, womit dieser schon
bewiesen ist.

Wir zitieren nun ein weiteres Ergebnis aus Dautray und Lions [51]

Lemma 1: Die Losung von (1.1)-(1.3) erfiillt unter den Voraussetzungen
(3.26)-(3.29) fiir ¢ € L'(Q x S™ 1 x[0,T]) die Volterrasche Integralgleichung
zweiter Art

t TI i I i i
w(z,0,1) = / e~ o ale=TOTy (1 0 b enr') Hr(z,<0) o) dr
0
(3.45)

mit
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w(@,0,8) = b@) [ 0@ 6,6, 0d8 + a(z,6,t) (3.46)
gn—
Te(z,20) = sup{t;z s cQfir0<s<t} (3.47)

und H der Heaviside-Funktion.

Dies ist gerade die Integraldarstellung der Losung der Transportgleichung.
Fiir das Transportproblem

T (Uba> u=q (3.48)

liefert sie gerade die eindeutig bestimmte Losung v € W1,

u =T (‘7;) q. (3.49)

In der iiblichen Art und Weise zeigt man iiber die Entwicklung in eine Neu-
mannreihe, dafl unter den Voraussetzungen (3.26)-(3.29) gilt

lullzr < Ca gl (3.50)

mit einer positiven Konstante Cy > 0. Physikalisch bedeutet (3.50) gerade,
daB sich in dem System nicht mehr Teilchen befinden kénnen, als durch die
Quelle ¢ hineingegeben wurden. Wir kénnen damit nun leicht eine weitere
Abschitzung zeigen. Es gilt das

Lemma 2: Unter den Voraussetzungen (3.26)-(3.29) gilt

lullw, < Csligllzr, (3.51)

mit einer positiven Konstante C5 > 0. Die kleinstmdgliche dieser Konstan-
ten C3 nennen wir [T~ (%) |lw, .

Beweis: Direkt aus der Transportgleichung (1.1) folgt fiir (z,0,t) € Q x
S™~1 % [0,T] die Abschitzung

(8, +6-V)u| < |<:)a(a:)u+b(a:)/nud0'| + |ql-
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Integration iiber Q x S™~1 x [0, 7] liefert wegen

/ L, ) (/ (88 )u(x,8,t)d6') d
sn gn

= b(z) /Snilu(m,Ol,t)(/Sniln(H-OI)dO) o' = /Snilb(a:)u(a:,Ol,t)dHI

die Beziehung

(8, +6-V)u g/ // | [a(z) <b(@)]u(z, 0,t)| dddzdt + |q|lp
[0,1] /o Jsn—1
< lla bl [[ullr + gz

Beriicksichtigen wir nun noch (3.50), so folgt schlielich

lullgr + 1 (8 +60-V)ullrs
(14 Co+ [la <blleoC2) [lgllze-

[l wy

IN

Setze also C5 := (1 + C2 + ||a ©b||C2), so folgt das Lemma.

Wir kénnen uns nun dem eigentlichen Beweis der Fréchet-Differenzierbarkeit
von R zuwenden.
Dazu betrachten wir die zusammengesetzte Abbildung

R : F - U — Z
(06,0)7 = u = ([guor(v-0)udf) &G,

mit einer beliebigen Funktion G € Z. R bildet also die Parameter (o4,b)”
auf die Differenz zwischen den mittels einer Vorwértslosung berechneten

MeBwerten und einer vorgegebenen Funktion, im allgemeinen den Daten, G
ab.

Seien
A:U — T, (3.52)
u — (0+0-V)u.
B: FxU — U, (3.53)
((Jaab)Tau) — (Ua + b)u <:>b/nud9
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Fiir (04,b)T € F gilt dann

T ("b> w = Au + B((0a,5)",u). (3.54)

Seien nun u,v,w € U und (oq,b)”, (h, k)T € F, so daB gilt

T((oq,0)T,u) = q, (3.55)

T((oq + b+ k)T, 0) = g, (3.56)
T((0q,0)T,w) = ©<Hu, (3.57)

mit Hu := (h+k)u <:>k/77ud0. (3.58)

Wegen v € L' und h,k € L*® ist auch Hu € L', so daB8 w eindeutig in U
bestimmt ist. Selbstverstindlich sollen (og,b5)” und (h, k)T die Vorausset-
zungen g, +h > 0 und b + k > 0 erfiillen, um in einem physikalisch sinn-
vollen Rahmen zu bleiben und die Existenz einer Ldsung zu gewahrleisten.

Die Groflen h und k diirfen dagegen durchaus negative Werte annehmen.
Mit (3.54) haben wir also

Av + B((oa+hb+E)T,0) = g, (3.59)
Au + B((04,b Tau) = 4 (3.60)

Aw + B((04,0)T,w) = <©Hu, (3.61)

und  Hu = B((h,k)",u). (3.62)

Lemma 3: Es gilt

lvsully < Call(h, k)" |F, (3.63)

mit einer Konstante C4 > 0.

Beweis: Bilde die Differenz aus (3.59) und (3.60)
A(v au) + B((04,0)T,v ©u) + B((h,k)T,v) = 0
= A(v ©u) + B((04,0)T,v 5u) = <B((h,k)T,v) = <Hw.
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Oa

= sl < 177 () I 0l
_ Oa
< 1T (%) s 21 B el
_ Oa
< 1T () b 21007 e Colll

Setze also Cy := 2C,|| T 1 (%) llwillgllz:, so folgt die Behauptung.

Lemma 4: Setze z := v <u <w. Dann gilt

lzllr < Cs[I(h, k)T IE,

mit einer positiven Konstante Cs > 0.
Beweis: Bilde die Differenz ,,(3.59)<¢(3.60)<(3.61)“

Az + B((04,b)T,2) + B((h,k)T,v) = B((h,k)T,u)

& Az + B((04,0)T,2) = ©H(v su).
Mit (3.54) und (3.63) folgt also

_ Oa
lzlo < 177 () Iws 1 Sl
_ g,
< 1T () e 210 BT ol
<

_ g
177 (% ) 218 )T i Cal Y

Setze also Cs := 2C4|| T~ (%) |lw,, so folgt die Behauptung.

Lemma 5: Es gilt fiir z aus Lemma 4

I/, (v 8)=(a,6,00d011; < Csl(h, K) Il

mit einer positiven Konstante Cg > 0.
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Beweis: Mit (3.32) und (3.64) folgt wegen z € W;

1], 028l < Cillslo < CiCs (b3

Mit Cg := C1C5 gilt also (3.65).
Damit konnen wir nun den zentralen Satz dieses Abschnitts formulieren.

Satz 5.3.3: Die Abbildung

R: F > Z, (3.66)

o, D) — v-0udd < G
(0a:b) (w-6)
Sn—

ist Fréchet-differenzierbar. Ihre Fréchet-Ableitung im Punkt (o,,b)T ist ge-
geben durch

R (“) (h> - / (v - O)w(z, 0, t)dd, (3.67)
b k gn-1
wobei w das Problem (3.57) Iost:

T((00,0)T,w) = a(h+k)u + k / nude. (3.68)

Beweis: Es gilt mit (3.65), (3.67) und z aus Lemma 4
oqa+h Oq 1 [ Og h
r(500) «r(3) =2 (3) ()

1

—  lim 7/ v - 9)2df
[ E o TR | Jsns )

< lim Cell(h,k)"|lr = 0.

— I(hE) Tl —0

lim & ——
(k&) [|7—0 || (R, B)T || 7 z

Z

Damit folgt die Behauptung des Satzes.
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6.4 Das Minimierungsproblem

Wir stellen uns nun geméif (2.25) die folgende Minimierungsaufgabe

. T2 r [ Oq h B Oq
Min [[(h, K)T|Z unter R, ( b) (k>] — &R, ( ’ ) (4.69)

mit  [|(h,K)T|2 = /Q (h2(2) + K2(x)) da. (4.70)

Den festen Index j in (h,k); werden wir der Ubersichtlichkeit halber im
folgenden nicht mitfithren. Sei g; := ©R; (%). Wir verwenden die Me-
thode der Lagrangeschen Parameter, vgl. z.B. [109]. Mit einer Funktion
A € L*(09Q x [0,T]) als Lagrange-Parameter wollen wir das folgende Funk-
tional stationdr machen

= i ol (3) () o
(BTN = gl kT + [ ME() () 9] dodt

(4.71)
Setze

Ji((h,K)T N = /MX[O’T]AR;- (”b> (Z) dodt. (4.72)

Zunichst zeigen wir, daf es einen Operator R;- (%)" gibt, mit dem wir den

Ausdruck J; wie folgt darstellen kénnen

o5 (5) (i = [ (A () o

Hierfiir definieren wir den Raum

Woo i= {2 € L®(QxS" 1 x[0,T)), (8,+6-V)z € L=(2x 8™ ' x[0,T)),

2, € L®(, 1, v -0dodfdt), z(x,0,T) = 0 auf Q x S"~! }
Es gilt der
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Satz 5.3.4: Sei z € Wy, Losung der (adjungierten) Transportgleichung

%@9 Vz(z,0,t) + (0a(z)+b(z)) 2(z, 0, ) <b(z) / n(0-6') z(z,6,t)do’
Sn—l
=0 in QxS"1x]0,T], (4.74)
mit der Anfangsbedingung
2(2,0,T) =0  auf € xS"* (4.75)
und der Randbedingung
Zp, = #(z,t) := Nz,t) € L®(09 x [0,T)). (4.76)
Dann gilt Gleichung (4.73) mit
1 [ Og * <:)Jl(uaz;:l“) )
R, A(z) = 4.77
[ ! ( b) ](m) (Iz(u,Z;w) & h(u,z2)) (477)
(u,z2) = / / w(z,0,1)2(z, 0, t) dodt, (4.78)
0,71 /Sn—1

L(u,z;z) := / / (/ n0 -6 u(z, 6 ,t)dd') z(z,6,t) dodt.
0,7) Jsn—1 " Jsn—1

Der durch (4.77) definierte Operator R (%)" ist linear.

Beweis: Die Linearitét folgt sofort aus der Linearitdt von (4.74). Auf Funk-
tionen z € Wy, und w € Wy koénnen wir die Greensche Formel anwenden.
Zusammen mit einer partiellen Integration iiber die Zeit bekommen wir die
Darstellung

/OT / /Sn 1 [_“’ Vw+(0a+b)(z)w <b(z) /Sn_ln(0-0’)wd9’] = dfdxdt

_ /OT / /sn ) [@—@9 Vz+(04+b)(z)26b(x) /STH n(9-9’)zd9’] w dOdzdt

4 / / / (2,0, )w(z, 0,8 v(z) - 0dbdodt  (4.79)
0,1] Joq Jsn—1
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+ /Q/Snﬂ [w(m,@,T)z(m,H,T) <:>w($,9,0)z(a;,0,0):| dodz.

Sei nun w Losung der linearisierten Gleichung (3.57), d.h.

86—1:+0-Vw(m,o9,t)—i—(cra(:v)—i-b(x))w(m,é?,t) &b(z) / n(0-0\w(z,6 ,t)do’
Snfl

= o(h(z) + k(z))u + k(z) /Sn_ln(O-Ol)u(m,Ol,t)dOI, (4.80)

mit der Anfangsbedingung

w(z,0,0) =0 in Qx8§"! (4.81)
und der Randbedingung

w(z,0,t) =0 auf , _. (4.82)
Nach dem Satz 5.3.3 ist dann R} (%) (Z) gegeben durch

R, (‘;) (Z) - /S (@) - bu(a,0,1)db. (4.83)

Da nun zusétzlich z Losung von (4.74) mit der Anfangsbedingung (4.75)
und der Randbedingung (4.76) ist, folgt mit (4.79)

/[O,T} /g /an [(@h(m) Sk(z))u + k(z) /SW1 (- 91)“(1‘,9’,t)d9’] zdOdzdt

= /[O’T] /BQ g(z,t) [/Snl v(z) -t9w(m,t9,t)d9] dodt

/ Oq h
= tYR, dodt.
/[o,T} an(m’ )R, < b) (k> 7

Wir schreiben dies als

7 () o (1) = [ fo [0

+ k </ ) nudGl <:>u> z] dodt.
Sn—

Das ist aber gerade die Behauptung des Satzes.
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Mit (4.73) folgt als Bedingung fiir einen stationéiren Punkt ((h*, k*)T, \*)

von J besziiglich (h, k)T
h* ' *
(k> -y (‘Z‘) A", (4.84)

Eine weitere Gleichung erhalten wir aus der Stationaritdtsbedingung fiir J
beziiglich des Parameters A, wenn wir (4.84) beriicksichtigen:

’ Oq h* / Oq ’ Oq * *
B () () = (VR (2w m e s

Unsere Aufgabe ist es nun, aus Gleichung (4.85) ein geeignetes \* zu bestim-
men, und damit aus der Gleichung (4.84) die GroBe (h*, k*)T zu berechnen.
Von diesem (h*,k*)T nehmen wir dann an, daB es unser Minimierungspro-
blem (4.69) 16st und somit, gegebenenfalls nach einer zusétzlichen Regu-
larisierung, eine geeignete Korrektur an unsere Schitzung der Parameter
(04,b)T liefert.

6.5 Der Algorithmus

Wir kénnen die Minimierungsaufgabe (4.69) nicht exakt losen, schon allein
aufgrund des Umstandes, daf§ wir den Operator

A= G (‘2“) = R, (i)“)R;- (‘Z‘) (5.86)

aus (4.85) nicht kennen (und dieser auch nicht einfach zu berechnen ist).
Stattdessen werden wir fiir die gesuchten Funktionen A* Approximationen
verwenden, von denen wir vermuten, daf} sie in etwa das Verhalten dieses
Operators A widerspiegeln. Wir bezeichnen die so approximierte Funktion
mit A1 g; und setzen dafiir je nach Situation eine der folgenden Funktionen
an:

]Xflgj(y,t) = gjy,t) auf 0Q x [0,T1], (5.87)
]X;lgj(y,t) = gf(y,t) auf 90Q x [0,T1], (5.88)
Astgi(y,t) = t(t+1)gl(y,t)  auf 99 x[0,T], (5.89)
. i(y,t) fiir dist ,8i) > Kp,

mit gf(y,t) = {g](oy ) sonst o (Y, 5;) F
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und einer Konstante Kz > 0. In A2_ ! wird also um die Quellposition 55 € 00
herum ein ,,Quellfenster aus den Residuenwerten g; herausgeschnitten, des-
sen Grofle geeignet zu wahlen ist. distgg bezeichnet einen Abstand entlang
0Q. In A; ! wird zudem eine Zeitgewichtung vorgenommen. Wir werden bei
der Besprechung der Ergebnisse ndher darauf eingehen.

Auch in dem aus (4.84) berechneten Ausdruck (h*,k*)T werden wir gege-
benenfalls eine Korrektur in der Form anbringen, dafl wir fiir dessen Wert
in jedem Punkt z € Q) eine fest vorgegebene obere Schranke ansetzen. Hier-
durch wird nicht nur gew&hrleistet, daf3 der so berechnete update tatsichlich
eine Funktion aus L*®(Q) x L*(Q) darstellt, es wird uns zudem (zusammen
mit der Wahl von w, s.u.) eine gréflere Flexibilitit in der Ausnutzung der
in den Daten vorhandenen Informationen ermdoglicht. Vgl. hierzu auch die
Diskussion der Ergebnisse. Nennen wir diesen Abschneideoperator M, so
konnen wir den in dieser Arbeit verwendeten Algorithmus wie folgt darstel-
len:

} (5.90)

(0)

Hierbei ist m die Anzahl der durchzufiihrenden sweeps, (% )" irgendeine
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Startndherung fiir (%), w = u())l a? eine Relaxations- oder Skalie-
2

rungsmatrix, wobei die Faktoren wq,ws € R die Grofle der einzelnen updates
regulieren.

6.6 Das Verhalten bei schwacher und bei starker
Streuung

Anmerkung: Die rechte Seite von (4.77) a8t sich mit (4.78) auch schrei-
ben als

“uj(z,0,1)
(x,6,t) dodt.
/[Oﬂ /S”—l (fsn—1n(0-9’)Uj(m,0’,t)d9’ <:>uj(m,9,t)> 2j(,9,1)

Fiir den jeweiligen update folgt somit, wenn wir den Operator M ver-
nachléssigen

O'a,j(iL‘) = O'a’j_l(.’l,') <:>W1I1(’U,j,2j;.’l,') (6.91)

bi(z) = bja(e
= bj_l(.’l,'

ws / / [ / (66 )u(z, 8, 1)d0 < u;(z,0,t)] 2 (z, 6,¢) dodt,
0,7]Jsn-1 " Jgn-1

mit geeigneten Parametern wy, ws.
Es fallt auf, daf} fiir den Fall einer winkelunabhéngigen Dichteverteilung

uj(z,0,t) = u;(z,t) (6.92)
der update fiir b; wegen
/ (8 -0)iij(e,t)df = ﬂj(m,t)/ n(0-0)d8 = iy(z,1)
Sn— Sn—

verschwindet. Dies deutet darauf hin, da8 fiir den Fall exakter Giiltigkeit der
Diffusionsapproximation (Ubereinstimmung von u(z,#,t) mit seinem null-
ten Moment ®(z,t)) der Streukoeffizient b(x) mit dem hier verwendeten Al-
gorithmus (d.h. durch bevorzugte Verwendung der Richtungsinformation)
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praktisch nicht rekonstruiert werden kann. Fiir den Fall der Lasertomogra-
phie ist also zu priifen, inwieweit die Fludichte von der winkelunabhéngigen
Form (6.92) abweicht. Je ausgeprigter dies der Fall ist, umso einfacher wird
die simultame Rekonstruktion der beiden Parameter o, und b gelingen.

Fiir den in einem vorangegangenen Kapitel diskutierten Fall einer in (2
vorhandenen singulédren Struktur der Losung u; ist diese Forderung nach
Anisotropie der Fluidichte u(z,0,t) in der Regel erfiillt. Gerade in diesen
Fillen sollte das Problem der simultanen Bestimmung von b und o, (und
damit auch von a) -wenn iiberhaupt- mit dem vorliegenden Algorithmus
besonders gut 16sbar sein.

6.7 Physikalische Deutung einiger im Riicktrans-
portalgorithmus auftretender Groéfien

Fiir die bei der Herleitung des Riichtransportalgorithmus gewonnenen linea-
risierten Gréflen R;- und R;-* 148t sich eine sehr schone physikalische Deutung
angeben. Bei der Berechnung des Operators R;' (”b“) ist eine Transportglei-
chung mit neuem Quellterm zu lsen (Glg. 4.80). Dies a8t sich wie folgt
erkliren. Angenommen, an einer gegebenen Position A des Gebietes () ist
unsere Schitzung der Parameter nicht ganz korrekt. Wir schicken nun Pho-
tonen durch das Gebiet {2 und berechnen deren Ausbreitung mit Hilfe des
(inkorrekten) Vorwirtsmodells. An der Stelle A werden wir deshalb einen
Fehler machen. Angenommen, wir haben dort den Absorptionsparameter
unterschitzt, so dafl wir mehr Photonen diesen Punkt passieren lassen, als
dies bei korrekt gewdhltem Parameter der Fall gewesen wére. Im Gedanken
markieren wir uns diese Photonen und verfolgen ihren weiteren Weg mit. Ei-
nige von ihnen werden irgendwann dennoch absorbiert werden, ein gewisser
Teil jedoch gelangt in die einzelnen von uns am Rande von Q aufgestell-
ten Detektoren. Dort werden sie entsprechend der Detektorcharakteristik
registriert und erzeugen gerade das von uns berechnete Residuum in den
Detektorwerten. Die Verteilungsdichte dieser Photonen, die an der Stelle A
markiert wurden, wird gerade durch die Losung der angegebenen Transport-
gleichung mit neuem Quellterm beschrieben. Dieser neue Quellterm (Wir
nennen ihn aufgrund der hier beschriebenen Interpretation , Absorptions-
quelle* bzw. ,,Streuquelle®) gibt uns gerade den durch die Fehleinschitzung
des Absorptions- und des Streuparameters erzeugten Anteil markierter Pho-
tonen an.

Nehmen wir nun weiter an, dal auch an einem weiteren Punkt B #
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A eine Fehleinschitzung der Parameter vorliegt. Dann bedeutet die in R;-
eingebaute Linearisierung gerade, dafl aus A stammende markierte Photonen
diesen weiteren Fehler, der bei dem Passieren des Punktes B entsteht, ,,nicht
sehen“ (und umgekehrt). Dieser Fehler hoherer Ordnung wird durch die

Linearisierung also vernachléssigt. (Terme, in denen sowohl w; als auch (’,: ) ]
J
vorkamen, wurden bei der Linearisierung ignoriert.)

Auch der bei der Berechnung des updates (Z) _auftretende adjungier-
J

te Operator R;-* 148t sich physikalisch deuten. Angenommen, wir haben ein
nicht verschwindendes Residuum in den Detektorwerten erhalten und fragen
uns, an welcher Stelle des Gebietes und in welchem der Parameter die ent-
sprechende Fehleinschitzung vorlag. Um den Ort dieser Fehleinschitzung
aufzuspiiren, ist es sicher eine gute Idee zu fragen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit die das Residuum erzeugenden Photonen denn iiberhaupt die ein-
zelnen Punkte von () durchwandert haben. Ist diese grof3, so nehmen wir
an, dal dann auch die Wahrscheinlichkeit grof} ist, da} an diesem Ort die
Ursache fiir das Residuum zu finden ist. Entsprechend stark werden wir dort
unsere Einschitzung der Parameter korrigieren.

Genau diese Zuordnung der Wahrscheilichkeit, daf8 ein im Detektor D re-
gistriertes Photon den Ort z € © durchquert hat, leistet nun die adjungierte
Transportgleichung. Diese Eigenschaft ist seit langem bekannt und wird bei-
spielsweise in der Reaktortechnik oder bei der Varianzreduktion in Monte-
Carlo-Simulationen ausgenutzt. (Vgl. beispielsweise [24], [113], [178], [49],
[107].) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit (,, Wichtigkeit“ eines Ortes z € Q
fiir ein Ereignis am Ort y € Q) triagt dort die Bezeichnung ,, Importance”,
die Losung der adjungierten Transportgleichung entsprechend ,,importan-
ce function“. Genau diese importance function berechnen wir in unserem
Riicktransport-Algorithmus automatisch, wenn wir die adjungierte Trans-
portgleichung mit dem beobachteten Residuum als Randdaten 16sen. Aus
der Struktur der adjungierten Transportgleichung geht auch hervor, wie
dies bewerkstelligt wird: Zu ihrem Detektionszeitpunkt werden die einzel-
nen markierten Photonen riickwérts laufend (beachte die Umkehrung des
Vorzeichens vor dem Richtungsvektor 6 im Advektionsterm) zuriick in das
Medium geschickt und breiten sich dort wieder entsprechend der lokal vor-
liegenden Streu- und Absorptionswahrscheinlichkeiten aus. Der Unterschied
zum direkten Problem ist nun, daf§ wirklich alles ,riickwirts® abliuft (Aus-
breitungsrichtung, Streuverteilung), ja sogar die Zeit lduft riickwirts (Um-
kehrung des Vorzeichens vor der Zeitableitung). Nur Absorptionsvorgéinge
resultieren auch hier in tatséchlichen Absorptionen. (Dies macht Sinn: Man
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stelle sich einen beinahe totalen Absorber vor, der praktisch keine Photonen
durchlafit. Dann wird auch die Importance der Wege durch diesen Absorber
fiir eine Detektormessung verschwindend gering sein.)

An jedem Ort, den ein solches adjungiertes Photon durchquert, depo-
niert es ein Quantum dieser Importance. Durchqueren sehr viele Photonen
einen Ort, so bekommt dieser also eine sehr hohe Importance. Es bleibt
nun noch die Frage zu kliren, ob die Herkunft dieser markierten Photonen
letztlich aus einer Fehleinschidtzung des Absorbers oder einer solchen des
Streuers resultiert. Diese Entscheidung wird durch die relativ komplizierte
update-Formel getroffen. Der zuriickverfolgte adjungierte Flu8 wird an jeder
Stelle mit dem dort zu dem gegebenen Zeitpunkt vorhandenen direkten Fluf}
verglichen. Wichtig ist hier in unserem Algorithmus die Richtungsverteilung
der entsprechenden Flufidichten. Daraus wird nun eine Wahrscheinlichkeit
dafiir berechnet, dal dort Streu- bzw. Absorptionsvorginge der markierten
Teilchen stattgefunden haben. Ist beispielsweise die Richtungsverteilung der
adjungierten Losung grundlegend anders als die Richtungsverteilung der di-
rekten Losung, so deutet dies auf einen Fehler im Streukoeffizienten hin.
An dieser Stelle wird sofort deutlich, wieso der hier verwendete Algorithmus
bei schwacher Streuung so gut zwischen Streuer und Absorber unterscheiden
kann, bei starker Streuung dagegen nur sehr schlecht einen Streuer erkennen
kann: Im Falle starker Streuung werden sowohl die direkte FluBdichte als
auch die adjungierte Flufldichte praktisch isotrop. Ein Unterschied in der
Richtungsverteilung existiert nicht. Im Falle schwacher Streuung dagegen
werden Richtungsinformationen sehr weit durch das Medium hindurchgetra-
gen. Bei Verwendung deltaférmiger Quellen sind somit sowohl der direkte
FluB als auch der adjungierte Fluf} stark richtungsabhéngig.

Abschlieflend soll noch erwidhnt werden, dafl mit Hilfe von Monte-Carlo-
Simulationen die erwdhnten Absorptions- bzw. Streuquellen sehr schén sicht-
bar gemacht werden kénnen. In Abb. MC7 haben wir beispielsweise ein stark
streuendes Objekt (ein kleines Quadrat) in ein sonst homogenes Medium ge-
setzt. Deutlich ist zu erkennen, wie bei Passieren der ,, Wellenfront“ der Pho-
tonen durch dieses Objekt eine Kugelwelle erzeugt wird, die sich kreisformig
zum Rand hin ausbreitet.

6.8 Warum wir o, und nicht a rekonstruieren

Wir haben uns in der Herleitung des Riicktransportalgorithmus an der
Rekonstruktion der beiden Parameter o, und b orientiert. Diese Wahl ist
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nicht zwingend. Véllig analog konnen wir einen entsprechenden Algorith-
mus fiir die simultane Rekonstruktion der Parameter a und b herleiten, wo-
bei a = o, + b die Ddmpfung innerhalb des Gebietes (2 bezeichnet. Wenn
wir dies tun, erhalten wir fiir den update dieser beiden Koeffizienten mit
den gleichen Bezeichnungen wie im Abschnitt 6.6 die Vorschrift

r) & w I (uj, zj; ) (8.93)

) @wl/ / uj(z,0,t)z(z,0,t) dbdt,
[0,7] Jsn—1

aj(z) = aj(
(
bi(r) = bj_i(z
= b,

+ wy Ir(uj, zj; )

= aj1
- +

(z)
(z)

T

ws / / [ / 006 )u; (2,0, 1)d6'] 2 (z, 0, ) dodt,
0,7] Jsn-1"Jgn-1

mit geeigneten Parametern wq, we. Diese Ausdriicke entsprechen gerade den
Ausdriicken (6.91). Wie im Abschnitt 6.6 kénnen wir hier nun argumentie-
ren, daf} im Falle einer winkelunabhingigen Dichteverteilung

uj(z,0,t) = a;(z,t)

die beiden Groflen I (uj, zj;2) und Ir(uj, 2j; ), und damit die beiden up-
dates (8.93), ineinander iibergehen. Dies hat zur Folge, dal ein Fehler in
der Schitzung des physikalisch vorliegenden Absorptionskoeffizienten auto-
matisch zu einem update sowohl in der Ddmpfung a als auch in dem Streu-
koeffizienten b fithrt. Wahrend das Verschwinden des updates von b, wie
es im Abschnitt 6.6 beschrieben wurde, durchaus physikalisch Sinn mach-
te, ist das nun vorliegende Verhalten des Algorithmus physikalisch gesehen
nicht mehr einsehbar. Der Grund fiir diese Diskrepanz zwischen physika-
lischer Anschauung und dem Verhalten des Algorithmus liegt darin, daf§
dieser die durch die Versuchsanordnung vorgegebene Interpretation des Re-
siduums gar nicht kennt. Er kann lediglich Quellen bzw. Senken ,,markierter
Teilchen® (vgl. Abschnitt 6.5) erkennen. Um eine Zuordnung zu einer der in
der Gleichung auftretenden Groflen durchfiithren zu kénnen, miissen wir ihm
gewissermaflen einen ,,Hinweis* auf die moglichen physikalischen Ursachen
dieser Teilchen geben. Dieser Hinweis besteht in einer korrekten Verwen-
dung der physikalisch vorgegebenen Groflen. Man beachte hierzu, dafl wir
ebenso gut hitten versuchen kénnen, eine zusétzliche (richtungsabhingige)
Quelle §Q(z,0) aus den Residuen zu rekonstruieren, mit der das beobachtete
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Residuum zum Verschwinden gebracht wird. Fiir diese Aufgabe kénnen wir
in vollig analoger Weise einen Riicktransportalgorithmus herleiten, dessen
yupdates* (Korrekturen) in dem Raum Y der Quellfunktionen liegen. Dies
wiirde in der hier vorliegenden Problemstellung keinen Sinn machen, da wir
ja wissen, daf} die virtuellen Teilchen aus Fehlern in dem Streu- oder Ab-
sorptionskoeffizienten stammen. In anderen Situationen kann aber gerade
diese Interpretation des Residuums als Folge einer nicht geniigend bekann-
ten Quellverteilung die physikalisch sinnvolle Aufgabenstellung darstellen
(etwa im Rahmen der Emissionstomographie). Bei der Annahme einer ex-
akt bekannten Verteilung des Absorptionskoeffizienten wire beispielsweise
der oben genannte Rekonstruktionsalgorithmus zur simultanen Bestimmung
von a und b eine physikalisch sinnvolle Aufgabenstellung. (Sicherlich wére es
in diesem Fall sinnvoller, sich fiir eine der beiden méglichen update-Formeln
(8.93) zu entscheiden, und diesen update dann mit einem einheitlichem Fak-
tor w in beiden Parametern gleichzeitig durchzufithren. Denn physikalisch
gesehen ist in diesem Fall nur ein Parameter zu rekonstruieren.)

Aus numerischer Sicht tritt bei der Vermischung der physikalisch vor-
gegebenen Koeffizienten das Problem auf, dafl die Parameter wq,ws nicht
mehr unterschiedlich gewdhlt werden kénnen. (Es macht beispielsweise kei-
nen Sinn, eine Korrektur in dem Streukoeffizienten in einer voéllig anderen
GroéBlenordnung in der Ddmpfung durchzufithren, wenn man weif}, dafl dieser
komplett in der Dampfung enthalten ist.) Dadurch geht dem Algorithmus
ein grofles Stiick an Flexibilitét verloren, welches die ohnehin schwierige Auf-
gabe der simultanen Bestimmung zweier Parameter zusédtzlich erschwert.
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Kapitel 7

Einige Rekonstruktionen des
Riicktransportalgorithmus

Wir wollen nun anhand von sechs ausgewdhlten Rekonstruktionsaufgaben
das grundsétzliche Verhalten des Riicktransportalgorithmus bei schwacher
Streuung und bei starker Streuung untersuchen. Insbesondere interessiert
uns die Frage, ob und wie gut mit dieser Methode zwei Koeffizienten der
Transportgleichung simultan bestimmt werden kénnen.

7.1 Das Grundgebiet und die Diskretisierung

Wir betrachten dazu ein rechteckiges Grundgebiet D der Grole 4.0cm X
6.0cm (vgl. Abb.). Dieses ist in 40 x 60 Pixel der Grée 1mm x lmm un-
terteilt. Die Mittelpunkte der Pixel sind die Knoten der Finite-Differenzen-
Diskretisierung. Innerhalb der einzelnen Pixel werden sdmtliche Parame-
ter als konstant vorausgesetzt. Fiir die Richtungsdiskretisierung wéahlen wir
einen Satz von acht in S' gleichverteilten Richtungen, wobei vier von ih-
nen (dies sind zugleich die Einstrahlrichtungen) parallel zu den Seiten des
Rechtecks verlaufen. Fiir die Zeitdiskretisierung verwenden wir in den Fallen
schwacher Streuung (b < 5.0cm ') 60 oder 80 Zeitschritte & 0.2s, in den
Fillen starker Streuung aber auch 100 Zeitschritte a 0.2s. Der Grund hierfiir
ist die tendenziell mit wachsender Streuung zunehmende Verweildauer der
Photonen im Gewebe. Bei diesen Zeitangaben ist zu beachten, dafl wir die
Geschwindigkeit auf ¢ = 1.0cms™! normiert haben. Dies entspricht einer
Transformation in der Zeitvariable. Bei einem Vergleich mit real gemes-
senen physikalischen Daten ist also zuvor diese Zeittransformation durch-
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zufithren. Wir messen insgesamt eine Zeitspanne von 16.0s bzw. 20.0s in
dieser transformierten Zeit. Dies entspricht in etwa dem in den Monte-Carlo-
Simulationen MC9 und MC10 erfafiten Zeitbereich von 20.0s bei ebenfalls
¢ = lems™!. In diesen Simulationen wird die Struktur unserer Daten sehr
gut dargestellt. Gemessen werden jeweils die bereits oben diskutierten Funk-
tionen G(z,t) in ihrer diskretisierten Form, und zwar auf dem gesamten
Rand 0D und fiir jede der Quellen g;. Uns stehen somit fiir jede Quellpo-
sition Daten z.B. des Formats ,, 200 Randpunkte x 80 Zeitschritte“ fiir die
Rekonstruktionen zur Verfiigung.

Die Quellen g; sind jeweils deltaférmig in der Zeit und in der Richtung,
aber sie erstrecken sich jeweils iiber zehn Pixel des Randes 0D. Es wird
also an zehn benachbarten Randpunkten gleichzeitig zur Zeit ¢ = 0 ein
Lichtpuls senkrecht in das Gebiet D hineingegeben und die resultierenden
Detektorwerte werden auf dem gesamten Rand gemessen. Die Mittelpunkte
dieser Quellen ¢; auf dem Rand seien mit s; bezeichnet. Diese haben einen
Abstand von fiinf Pixeln oder 5mm, so daf} sich die Quellzeilen gegenseitig
jeweils zur Hilfte iiberlappen.

|< 6 cm > |
(0,40 (60,40)

A
@ N Detektorzeile
4cm @ /

— *

00 S \ Su (600)

Quellpositionen
@ Absorber @ Streuer

Quellpositionen, eingezeichnet nur an der unteren

Berandung.
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Die Verwendung ausgedehnter Quellen hat insbesondere im Falle schwa-
cher Streuung den Vorteil, dafl jeder Punkt des Gebietes D im Verlau-
fe eines sweeps in etwa gleich oft von dem singuldren Anteil ungestreuter
Strahlung erfait wird. Dadurch werden unphysikalische Oszillationen in den
Rekonstruktionen vermieden. Durch die Uberlappung der Quellen tritt der
zusitzliche Effekt auf, daf ein durch den Anteil ungestreuter Strahlung her-
vorgerufener update entlang der Einstrahlgeraden durch den update der
nachfolgenden Quelle noch korrigiert bzw. verstirkt werden kann. Fiir den
Fall starker Streuung bietet diese Form der Quellen wohl weder Vor- noch
Nachteile. Dennoch wurde sie auch dort beibehalten, um eine einheitliche
Versuchsanordnung zu gewéhrleisten und so die Ergebnisse der einzelnen
Rekonstruktionen besser vergleichbar zu machen. Wir hétten im Falle star-
ker Streuung jedoch auch ohne weiteres Quellen verwenden kénnen, die auch
deltaférmig in ihrer Ausdehnung auf dem Rande sind. Wir werden in der
Diskussion der Ergebnisse darauf noch niher eingehen.

7.2 Die allgemeine Rekonstruktionsaufgabe

Entsprechend der Abbildung geben wir uns in dem Gebiet eine homoge-
ne Hintergrundverteilung der Parameter o,,b vor, in welcher zwei in etwa
kreisférmige Objekte eingebettet sind. Diese beiden Objekte unterscheiden
sich in jeweils einem der Parameter von der Hintergrundverteilung. Bei dem
weiter links positionierten Objekt (dem ,,Absorber“ A) ist dies der Absorpti-
onskoeffizient o,, bei dem weiter rechts positionierten (dem , Streuer” S) ist
dies der Streukoeffizient b. Als Anfangsnidherung geben wir uns eine auf dem
Gebiet homogene Verteilung der Parameter mit den Hintergrundwerten vor.
Unser Ziel ist es, von dort ausgehend aus den Daten die tatséchliche Parame-
terverteilung innerhalb des Gebietes D zu rekonstruieren. Besonderer Wert
wird dabei darauf gelegt, die Position, Anzahl, Gr68e und Héhe der im In-
neren eingebetteten Objekte zu bestimmen, da diesen in tatsichlichen medi-
zinischen Anwendungen eine grofie Bedeutung zukommt. Zudem interessiert
uns die Frage, ob und wie gut die beiden Koeffizienten o, und b in den Re-
konstruktionen voneinander unterschieden werden kénnen. Wiinschenswert
wire es dabei, dal ein Objekt, welches sich von der Hintergrundverteilung
ausschlieBllich im Streukoeffizienten unterscheidet, auch in den Rekonstruk-
tionen lediglich im Streukoeffizienten wiederzufinden ist, nicht aber im Ab-
sorptionskoeffizienten. Analoges sollte auch fiir den Absorptionskoeffizienten
gelten. Wir werden sehen, dafl dies im Falle schwacher Streuung recht gut
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von dem hier verwendeten Algorithmus bewerkstelligt wird, im Falle star-
ker Streuung jedoch nicht vollstdndig gelingt. Dennoch werden wir auch im
Falle starker Streuung in der Lage sein, ein Objekt mit Streucharakter von
einem Objekt mit Absorptionscharakter zu unterscheiden. Wir werden dies
in der anschlieflenden Diskussion dann eingehender erldutern.

7.3 Zwei Rekonstruktionsaufgaben bei Vorliegen
schwacher Streuung

Als ,schwach streuend* wollen wir hier (etwas willkiirlich) diejenigen Situa-
tionen bezeichnen, in denen der Streukoeffizient b im Mittel kleiner oder
gleich einer Grofie von etwa bem ™! ist. Wir untersuchen zwei Fille.

Rekonstruktionsaufgabe 1:  Die Hintergrundsubstanz habe einen Absorp-
tionskoeffizienten von o, = 0.lem~! und einen Streukoeffizienten von
b = 1.0cm~!. Es liege durchweg isotrope Streuung vor. Das erste der bei-
den eingebetteten Objekte (der ,,Absorber®, vgl. dazu die Abbildung) habe
einen Streukoeffizienten identisch mit dem der Hintergrundsubstanz, aber
einen Absorptionskoeffizienten von 0.6cm~!. Das zweite (der ,,Streuer®) ha-
be einen Absorptionskoeffizienten identisch mit dem der Hintergrundsub-
stanz, aber einen Streukoeffizienten von b = 5.0cm~!. Es werden 60 Zeit-
schritte in den Detektoren mitverfolgt. Zu rekonstruieren sind aus diesen
Daten simultan die Verteilungen des Streu- und des Absorptionskoeffizien-
ten.

Rekonstruktionsaufgabe 2:  Hier habe die Hintergrundsubstanz ebenfalls
einen Absorptionskoeffizienten von o, = 0.1em ™!, aber einen Streukoeffizi-
enten von b = 5.0cm 1. Es liege nun Henyey-Greenstein-Streuung mit einem
mittleren Streukosinus von g = 0.9 vor. Der Absorber hat einen Absorptions-
koeffizienten von o, = 1.0cm ™!, bei einem mit dem Hintergrundwert identi-
schen Streukoeffizienten. Das Streuobjekt hat nun einen Streukoeffizienten
von 15.0cm™!, bei einem mit dem Hintergrundwert identischen Absorpti-
onskoeffizienten. Es werden 80 Zeitschritte von den Detektoren mitverfolgt.
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7.4 Vier Rekonstruktionsaufgaben bei Vorliegen
starker Streuung

Hier wollen wir vier Situationen untersuchen, in denen innerhalb des Ge-
bietes D ein Streukoeffizient von b = 10.0cm ! oder héher vorliegt. Die
Wahrscheinlichkeit, dal ein Photon das Gebiet ungestreut durchquert, ist
also nun kleiner als e~40. Es ist anzunehmen, daB in diesem stark streuen-
den Fall der singulire Anteil ungestreuter Strahlung keinen wirklich grofien
Anteil zu den Rekonstruktionen beisteuern wird.

Rekonstruktionsaufgabe 3:  Die Hintergrundsubstanz habe einen Streu-
koeffizienten von b = 10.0cm ™! und einen Absorptionskoeffizienten von
0, = 0.1ecm™!. Es liege Henyey-Greenstein-Streuung mit g = 0.9 vor. Der
Absorber habe einen Streukoeffizienten identisch mit dem des Hintergrundes
und einen Absorptionskoeffizienten von 0.6cm ™!, Der Streuer habe einen Ab-
sorptionskoeflizienten identisch mit dem des Hintergrundes und einen Streu-
koeffizienten von 20.0cm~!. Es werden 80 Zeitschritte von den Detektoren
mitverfolgt.

Rekonstruktionsaufgabe 4:  Hier liege die Situation der Rekonstrukti-
onsaufgabe 3 vor, mit dem einzigen Unterschied, daff wir nun Henyey-
Greenstein-Streuung mit einem mittleren Streukosinus von g = 0.6 zugrun-
delegen.

Rekonstruktionsaufgabe 5:  Auch hier liege die Situation der Rekonstrukti-
onsaufgabe 3 vor, jedoch sei nun isotrope Streuung vorhanden und es werden
100 Zeitschritte von den einzelnen Detektoren mitverfolgt. Diese Situation
entspricht im wesentlichen derjenigen, die in der optischen Tomographie vor-
zufinden ist, wenn die Diffusionsndherung angewendet wird. Die dazugehori-
ge ungendherte Version werden wir in der folgenden Rekonstruktionsaufgabe
untersuchen.

Rekonstruktionsaufgabe 6: Hier wollen wir die Situation untersuchen, die
in der optischen Tomographie vorzufinden ist. Die Hintergrundsubstanz hat
hier einen recht hohen Streukoeffizienten von b = 100cm ! und einen Ab-
sorptionskoeffizienten von o, = 0.lem™'. In dem streuenden Objekt sei-

151



en b = 200cm~! und o, = 0.lcm™! vorausgesetzt, in dem absorbierenden

Objekt dagegen o, = 0.6cm ™! und b = 100cm!. Als Streugesetz werde
Henyey-Greenstein-Streuung mit ¢ = 0.9 angenommen. Es werden in den
Detektoren 100 Zeitschritte mitverfolgt.

7.5 Das Ausbreitungsverhalten in den einzelnen
Rekonstruktionsaufgaben

Die Rekonstruktionsaufgabe 1 simuliert im wesentlichen eine Computer-
tomographie mit vier Einstrahlrichtungen und mit Beriicksichtigung von
Streustrahlung. Der grofite Anteil der Strahlung breitet sich ungestreut ent-
lang der Einstrahlgeraden aus. Einen Eindruck des Ausbreitungsverhaltens
gibt die Abbildung MC2 des fiinften Kapitels.

In der Rekonstruktionsaufgabe 2 ist ebenfalls der singuldre Anteil der
ungestreuten Strahlung dominant, es ist aber zudem schon eine ausgeprigte
Wellenfront erkennbar. Vgl. etwa die Abbildung MC3 des fiinften Kapitels.

In der Rekonstruktionsaufgabe 3 tritt trotz des schon recht hohen Streu-
koeffizienten von 10cm ! aufgrund der starken Vorwirtsstreuung (g = 0.9)
eine ausgepriagte Wellenfront auf. Vgl. ebenfalls die Abbildung MC3. Es ist
also zu erwarten, dafl auch hier in den Rekonstruktionen der Streuer und
der Absorber noch recht gut getrennt werden kénnen.

In der Rekonstruktionsaufgabe 4 wurde der mittlere Streukosinus auf
g = 0.6 reduziert, so daf} die einzelnen Streuvorginge einen weniger aus-
geprigt vorwirtsstreuenden Charakter haben. Dadurch dndert sich das Er-
scheinungsbild des Vorwértsproblems grundlegend: Die Ausbreitung ist nun
eher diffusionsformig, ein ungestreut oder wellenartig fortschreitender Anteil
ist nicht mehr zu erkennen. Vgl. hierzu etwa die Abbildungen MC4, MC5.
Mit wachsender Tiefe wird der Fluf§ hier zunehmend richtungsunabhéngig,
so dafl eine Trennung von Streuer und Absorber zunehmend schwieriger
wird.

In der Rekonstruktionsaufgabe 5 wurde nun vollstindig isotrope Streu-
ung angenommen. Bei einem Streukoeffizienten von b = 10cm ! bedeutet
dies, daf} der Fluf} schon in geringer Tiefe anndhernd isotrop ist. Richtungs-
information geht bei jedem Streuvorgang komplett verloren, d.h. ein Teil-
chen hat nach einem Stofivorgang keinerlei Information mehr dariiber, in
welche Richtung es sich vor dem Stof} fortbewegt hatte. Eine Trennung von
Streuer und Absorber erscheint deshalb ausgesprochen schwierig. Das dif-
fusionsformige Verhalten der Ausbreitung wird in der Abbildung MC4 sehr
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gut dargestellt.

Ein zur Rekonstruktionsaufgabe 5 vollig analoges Verhalten der Strah-
lung tritt in der Rekonstruktionsaufgabe 6 auf, in welcher die Verhéltnisse
der optischen Tomographie nachgebildet sind. Zwar sind die einzelnen Streu-
vorgidnge ausgesprochen vorwirtsgerichtet, aufgrund der hohen Anzahl von
Stofen verliert ein Teilchen dennoch innerhalb einer vergleichsweise kurzen
Distanz komplett seine urspriingliche Orientierung. Auch hier ist die Aus-
breitung der Strahlung ausgeprigt diffusionsformig, vgl. wieder Abbildung
MC4.

7.6 Wahl der Parameter

Rekonstruktionsaufgabe 1: Hier haben wir mit den Parametern w(o,) =
0.1, w(b) = 0.5 hundert sweeps durchgefiihrt. Es wurde nur ein sehr kleines
Quellfenster der Grofle 2 * 5 Pixel (10mm) verwendet. Es wurde keine Zeit-
gewichtung vorgenommen.

Rekonstruktionsaufgabe 2: Es wurden insgesamt 70 sweeps mit w(o,) =
0.1, w(b) = 0.5 und einem Quellfenster der Gréfle 2 x5 Pixel (10mm) durch-
gefithrt. Es wurde keine Zeitgewichtung vorgenommen.

Rekonstruktionsaufgabe 3: Es wurden 23 sweeps mit w(o,) = 0.2, w(b) =
50.0 und einem Quellfenster der Grofle 2 * 5 Pixel (10mm) durchgefiihrt. Es
wurde keine Zeitgewichtung vorgenommen.

Rekonstruktionsaufgabe 4, erster Versuch: Es wurden 15 sweeps mit w(og)
= 2.0, w(b) = 100.0 und einem Quellfenster der Grofle 2 x 15 Pixel (30mm)
durchgefiihrt. Es wurde keine Zeitgewichtung vorgenommen.

Rekonstruktionsaufgabe 4, zweiter Versuch: Es wurden 35 sweeps mit
w(oe) = 0.001, w(b) = 1.0 und einem Quellfenster der Grofle 2 x 15 Pixel
(30mm) durchgefiihrt. Es wurde eine Zeitgewichtung mit ¢(¢+ 1) vorgenom-
men.

Rekonstruktionsaufgabe 5: Es wurden zunichst 35 sweeps mit w(o,) =
0.02, w(b) = 80.0 und einem Quellfenster der Grofie 2 * 40 Pixel (80mm)
durchgefiithrt. Sodann wurden weitere 15 sweeps mit w(o,) = 0.0002,
w(b) = 0.8 und einem Quellfenster der Grofie 2 x 15 Pixel (30mm) durch-
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gefiihrt. Schliefllich wurden noch 65 sweeps mit w(o,) = 0.0001, w(b) = 0.4
und einem Quellfenster der Grofe 2+ 8 Pixel (16mm) durchgefiihrt. Es wur-
de generell eine Zeitgewichtung mit ¢(¢ + 1) vorgenommen.

Rekonstruktionsaufgabe 6: Zunichst wurden 40 sweeps mit w(o,) = 0.02,
w(b) = 1000 und einem Quellfenster der Grofie 2 x 40 Pixel (80mm) durch-
gefiihrt. Schliefllich wurden noch 100 sweeps mit w(o,) = 0.0002, w(b) = 50.0
und einem Quellfenster der Grofle 2«15 Pixel (30mm) durchgefiihrt. Es wur-
de generell eine Zeitgewichtung mit ¢(¢ 4+ 1) vorgenommen.

Grundséitzlich wurde bei allen Rekonstruktionen fiir den update in einem
Punkt z € ) eine vorgegebene obere Schranke von etwa 5% des jeweiligen
Hintergrundwertes angesetzt. Bei Uberschreiten dieses Wertes wurde dieser
Maximalwert als update verwendet.
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7.7 Abbildungen
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Bild RT1: Isotrope Streuung
Hintergrund: b= 1.0cm™!, o0, =0.lcm~
Absorber: b=10ecm™ !, o,=10ecm™!
Streuer: b=5.0ecm™t, o0,=0.1cm™!
Von links nach rechts:
Original, nach 5 sweeps, nach 50 sweeps, nach 100 sweeps.
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Bild RT?2: Henyey-Greenstein-Streuung, g = 0.9

Hintergrund: b= 5.0cm™!, o0, =0.lcm™!
Absorber: b=50ecm !, o,=10em!
Streuer: b=15.0cm™!, o0, =0.1em™!

Von links nach rechts:

Original, nach 5 sweeps, nach 50 sweeps, nach 70 sweeps.
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Bild RT3: Henyey-Greenstein-Streuung, g = 0.9
Hintergrund: b= 10.0cm™!, o, = 0.lem™!
Absorber: b=10.0cm™!, o4 =0.6cm!
Streuer: b=20.0cm~!, o,=0.1em™!

Von links nach rechts:

Original, nach 5 sweeps, nach 15 sweeps, nach 23 sweeps.
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Bild RT4a: Henyey-Greenstein-Streuung, g = 0.6
Hintergrund: b= 10.0cm™!, o, = 0.lem™!
Absorber: b=10.0cm™ !, o, =0.6cm™!
Streuer: b=20.0cm™!, o0,=0.1cm™!

Von links nach rechts:
Original, nach 5 sweeps, nach 10 sweeps, nach 15 sweeps.
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Bild RT4b: Henyey-Greenstein-Streuung, g = 0.6
Hintergrund: b= 10.0cm™!, o, = 0.lecm™!
Absorber: b=10.0cm™!, o4 =0.6cm!
Streuer: b=20.0cm~!, o,=0.1em™!

Von links nach rechts:
Original, nach 5 sweeps, nach 20 sweeps, nach 35 sweeps.
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Bild RT5: isotrope Streuung

Hintergrund: b= 10.0cm™!, o, =0
Absorber: b=10.0cm™!, o,=0
Streuer: b=20.0cm™!, 0,=0

Von links nach rechts:
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Original, nach 35 sweeps, nach 50 sweeps, nach 115 sweeps.
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Bild RT6: Henyey-Greenstein-Streuung, g = 0.9
Hintergrund: b = 100.0cm™!, o0, =0.1lcm™!
Absorber: b=100.0cm~!, o,=0.6ecm™!
Streuer: b=200.0cm™!, o4 =0.lem™!
Von links nach rechts:
Original, nach 40 sweeps, nach 90 sweeps, nach 140 sweeps.
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7.8 Diskussion der Ergebnisse

Wir wollen nun die in den Abbildungen RT'1-RT6 dargestellten Rekonstruk-
tionen zu den entsprechenden Rekonstruktionsaufgaben 1-6 eingehender dis-
kutieren. Die Abbildung RT'1 korrespondiert dabei mit der Rekonstruktions-
aufgabe 1, und analoge Zuordnungen gelten fiir alle anderen Abbildungen.

Abbildung RT1: Wie bereits erwdhnt wurde, entspricht dieser Fall in etwa
einer Computertomographie mit vier Einstrahlrichtungen unter Beriicksich-
tigung der Streustrahlung mittels einer Diskretisierung durch acht Richtun-
gen.

Der Fluf} innerhalb des Gebietes ist aufgrund der Singularitét in der Quelle
und aufgrund der geringen Streuung stark anisotrop. Dies begiinstigt die
simultane Bestimmung von Absorptions- und Streukoeffizienten. Die beiden
eingebetteten Objekte werden sehr gut von dem Riicktransportalgorithmus
erkannt, wobei der Streuer praktisch in voller Héhe rekonstruiert wird, der
Absorber in einer Hohe von etwa 70% des tatsdchlichen Kontrastes. Ein
Quellfenster wire in diesem Fall eigentlich nicht notwendig gewesen, da nur
sehr wenige Photonen zuriickgestreut werden.

Der singuldre Anteil der ungestreuten Strahlung ist ohne Zweifel dominant
bei der Berechnung der einzelnen updates, so dafl eine Beschrinkung der
Hohe der updates und die Wahl von etwas angehobenen Parametern w(oy,),
w(b) sinnvoll erscheinen. Dadurch bekommt auch der Anteil der einfach (und
mehrfach) gestreuten Strahlung ein merkliches Gewicht in den updates. In
den frithen sweeps ist noch sehr deutlich die Bevorzugung der Einstrahlrich-
tungen in den updates und somit in den Rekonstruktionen erkennbar. Diese
vorwiegend streifenférmigen updates, die im Falle komplett deltaférmiger
Quellen zu vorwiegend linienférmigen updates entarten, entsprechen im we-
sentlichen den Riickprojektionen der Computertomographie. Bei dem Riick-
transportalgorithmus gesellt sich jedoch noch ein aus der Streustrahlung re-
sultierender raumlich verteilter Anteil in den einzelnen updates hinzu. Dieser
zusitzliche Anteil bewirkt hier schliellich, daf§ die streifenférmigen Artefak-
te der Rekonstruktionen aus nur vier Einstrahlrichtungen im Verlaufe der
nachfolgenden sweeps wieder abgebaut werden.

Abbildung RT2: Da auch in der Rekonstruktionsaufgabe 2 der singulire
Anteil der ungestreuten Strahlung ein recht hohes Gewicht hat, trifft das zur
Abbildung RT1 Gesagte gleichsam auch hier zu. Die Rekonstruktionen sehen
demzufolge dhnlich aus wie im vorhergenannten Fall. In den frithen sweeps
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wird zunéchst noch ein Phantom im Absorptionskoeffizienten an der Stelle
aufgebaut, an welcher sich der Streuer befindet. Dieses wird aber mit zu-
nehmender Ubereinstimmung dieses Streuobjekts mit dem Original in den
Rekonstruktionen wieder abgebaut. Hieraus ist erkennbar, dafl der Riick-
transportalgorithmus bei wachsender Streuung in einem einzelnen update
nicht eindeutig zwischen einem Streuer und einem Absorber unterscheidet,
sondern daf} sich vielmehr einer von beiden im Laufe der sweeps ,,gegen den
anderen durchsetzt“. Dies gelingt im vorliegenden Fall schwacher Streuung
noch recht gut, wird aber mit wachsendem Hintergrundwert des Streupara-
meters zunehmend schwieriger. Insbesondere in den Rekonstruktionen RT6
und RT7 werden wir sehen, dafl diese anfinglich aufgebauten Phantome
nicht mehr vollstindig in den nachfolgenden sweeps wieder abgebaut wer-
den.

Abbildung RT3: In der Rekonstruktionsaufgabe 3 ist bei einem Hinter-
grundwert des Streuparameters von b = 10.0cm ! der singulire Anteil un-
gestreuter Strahlung nicht mehr dominant, er macht vielmehr dem Anteil
wenig gestreuter Strahlen Platz. Aufgrund der starken Vorwértsstreuung
bildet sich im Vorwértsproblem eine ausgeprigte Wellenfront aus, die sich
durch das Medium fortpflanzt. Wir sehen an der Abbildung RT3, dafl auch
in diesem Fall vom Riicktransportalgorithmus Streuer und Absorber rekon-
struiert und getrennt werden kénnen. Allerdings ist die Gestalt des Absor-
bers nicht mehr genau erkennbar, sie verschmiert vielmehr zu einem etwas
flacheren, ausgedehnteren Objekt im Vergleich zu dem Original. Bei dem
etwas nidher am Rande positionierten Streuer kann die urspriingliche Form
des Objekts noch einigermafien rekonstruiert werden. Wir verwenden bei
diesen Rekonstruktionen wie schon zuvor ein nur sehr kleines Quellfenster,
da aufgrund der starken Vorwértsstreuung der Anteil der in der Umgebung
der Quelle austretenden Strahlung noch relativ gering ist. Vermutlich wére
auch hier iiberhaupt kein Quellfenster notwendig.

Abbildungen RT4a, RT4b: Die Abbildung RT4a zeigt das typische Verhal-
ten des Riickransportalgorithmus im Falle einer ausgepréigt diffusionsférmi-
gen Ausbreitungscharakteristik des Vorwértsproblems. Aufgrund des nun
recht hohen Anteils ,,zuriickgestreuter” Strahlung vergréflern wir das Quell-
fenster auf eine Breite von 30mm. Schon in geringer Tiefe ist der Fluf} stark
isotrop und die Rekonstruktion eines Streuers im Inneren des Gebietes wirft
somit grofle Probleme auf. Um einen merklichen update im Streukoeffizi-
enten zu erreichen, miissen sehr hohe Parameter w(b) verwendet werden,
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wodurch zugleich aber auch Artefakte in den dufleren Bereichen des Gebie-
tes hervorgerufen und verstirkt werden. Auch im Absorptionskoeffizienten
verwenden wir einen recht grofen Parameter w(o,), was sich auch dort in
Artefakten in den dufleren Bereichen des Gebietes wiederspiegelt. In den
inneren Bereichen findet praktisch kein update im Streukoeffizienten statt.

In der Abbildung RT4b multiplizieren wir nun bei der gleichen Situa-
tion wie der soeben beschriebenen vor dem eigentlichen Riicktransport die
Residuenwerte R;(z,t) mit einem Faktor #(¢ 4+ 1). Entsprechend passen wir
die Parameter w(o,) und w(b) an. Die Rekonstruktionen sind nun weitaus
besser als die vorangegangenen, und die Artefakte treten praktisch nicht
mehr auf. Der Grund fiir diese Verbesserung liegt moglicherweise darin, daf
nun spatere Zeitpunkte in der Detektion stirker gewichtet werden und somit
auch die Informationen iiber die eigentlich gesuchten Objekte ein gréferes
Gewicht bekommen.

Vermutlich wird durch eine solche Zeitgewichtung zusammen mit der
Wahl eines passenden Quellfensters eine etwas bessere Approximation an
die Losung der bei der Herleitung des Algorithmus auftretenden Gleichung

Oa
Cj(b>>\zgj

geliefert, als dies ohne die Verwendung dieser Kunstgriffe der Fall wiare. Wir
werden in den nachfolgenden Rekonstruktionen diese Werkzeuge (insbeson-
dere das des Quellfensters) aber auch noch gezielter zur Verbesserung der
Rekonstruktionen einsetzen. Die Wirkung des Quellfensters liegt in der vor-
liegenden Rekonstruktion lediglich darin, dafl der stark zur Quellposition
hin konzentrierte adjungierte Flufl nach oben beschrinkt wird. (Beachte,
dal der Riicktransportalgorithmus L°°-Funktionen fiir den Riicktransport
benétigt!) Da wir in diesem Anteil ohnehin nur sehr wenig verwertbare In-
formation iiber die von uns gesuchten Objekte vermuten, ignorieren wir diese
Randpunkte einfach.

Die typische Form eines updates hat sich ebenfalls gegeniiber dem Fall
sehr schwacher Streuung gedndert. Diese hat nun die Form einer flichig ver-
teilten Wolke, die sich tendenziell von der Quelle iiber das gesuchte Objekt
zu einem weiteren Punkt des Randes erstreckt. Es treten auch zwei oder
mehrere solcher Wolken mit gegebenenfalls wechselnden Vorzeichen auf, je
nach Verteilung der Quellen, Objekte und der Gestalt der bislang gewonne-
nen Rekonstruktion.
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Abbildung RT5: Die Abbildung RT5 zeigt nun Rekonstruktionen bei Pa-
rameterwerten, wie sie bei der Verwendung der Diffusionsapproximation in
der optischen Tomographie auftreten, vgl. z.B. [42]-[45]. Die physikalisch ge-
gebene Situation b = 100cm ™! bei Henyey-Greenstein-Streuung mit g = 0.9
wird dort in etwa durch die Konstellation b = 10cm ! bei isotroper Streuung
approximiert. In dieser Situation treten in noch hoherem Mafle die Schwie-
rigkeiten auf, die in der vorangegangenen Rekonstruktionsaufgabe 4 ange-
sprochen wurden. Deshalb haben wir hier etwas raffiniertere Methoden bei
der Rekonstruktion verwendet. Neben der schon zuvor erfolgreich erprob-
ten Methode der Zeitgewichtung der Residuen ist dies insbesondere eine
geschickte Verwendung von Quellfenstern unterschiedlicher Groéfle.

Zunichst versuchen wir mit einem sehr groflen Quellfenster der Breite
80mm (dies ist beinahe die Hilfte des Gesamtumfangs des Gebietes), die in-
neren Bereiche des Gebietes zu rekonstruieren. Die wolkenférmigen updates
erstrecken sich dabei von der Quellposition zu den weit entfernten Rand-
bereichen, in denen das gewichtete Residuum seinen gréfiten Wert hat. Die
randnahen Bereiche werden dadurch natiirlich nur sehr ungeniigend beriick-
sichtigt. Dort bauen sich vielmehr kleine Artefakte auf, die durch die auf das
Innere gerichteten updates zunéchst nicht kompensiert werden kénnen. Die
gesuchten Objekte werden gut lokalisiert, wenngleich in den Abbildungen
sichtbar wird, dafl Streuer und Absorber nicht mehr vollstindig getrennt
werden konnen. Um die Artefakte in den Randbereichen wieder abzubau-
en, verkleinern wir anschliefend die Grofle des Quellfensters drastisch auf
30mm. Die wolkenférmigen updates erstrecken sich nun vorwiegend von der
Quelle zu den Réndern des Quellfensters. Man sieht, daf tatsdchlich die
Artefakte am Rande wieder abgebaut werden, und daf zudem der relativ
randnahe Streuer noch etwas besser rekonstruiert wird. Bei dem tief im In-
neren gelegenen Absorber dndert sich praktisch nichts mehr, da die updates
nicht so tief in das Gebiet eindringen.

SchlieBlich werden noch einige sweeps bei weiter verkleinertem Quellfen-
ster mit einer Breite von 16mm durchgefithrt. Dadurch werden die randna-
hen Bereiche in der Rekonstruktion noch einmal verbessert.

Wir konnen in diesen Rekonstruktionen also feststellen, dal durch die
Wahl eines passenden Quellfensters die Sensitivitdt der updates auf Ob-
jekte unterschiedlicher Tiefe bis zu einem gewissen Grade gesteuert werden
kann. Hierdurch wird es moglich, gleichsam nach Art eines , layer-stripping*-
Verfahrens sukzessive verschiedene Schichten des zu untersuchenden Gebie-
tes zu rekonstruieren. Dieses Vorgehen kann selbstverstandlich auch in einer
anderen als der hier verwendeten Reihenfolge angewandt werden, z.B. von
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auBlen nach innen fortschreitend oder auch in noch komplizierteren Varia-
tionen.

Abbildung RT6: In der Rekonstruktonsaufgabe 6 liegen nun die Verhalt-
nisse der optischen Tomographie vor: Der Streuparameter ist extrem hoch
(b = 100ecm™~!), die Streuung ist aber stark vorwéirtsgerichtet (Henyey-
Greenstein mit g = 0.9). Im Grunde iibertrigt sich alles, was zu der Re-
konstruktionsaufgabe 5 gesagt wurde, auf diesen vorliegenden Fall. Wie die
Abbildungen zeigen, kénnen durchaus noch Streuer und Absorber voneinan-
der getrennt werden, es bleiben aber Phantome dieser Objekte in dem jeweils
anderen Koeffizienten sichtbar. Auch hier rekonstruieren wir zunfchst mit
Hilfe eines sehr grofien Quellfensters der Breite 80mm die inneren Berei-
che des Gebietes, um sodann bei einem stark verkleinerten Quellfenster von
30mm die randnahen Bereiche zu untersuchen. Wenngleich die so gewonne-
nen Rekonstruktionen sehr vielversprechend sind, mufl auch erwéhnt werden,
daf} die zugehorigen Vorwirts- und Riickwértsrechnungen mit wachsendem
Streukoeffizienten zunehmend zeitaufwendiger werden. Es bedarf also schon
recht leistungsfihiger Rechenmaschinen, um die Rekonstruktionen in einer
akzeptablen Zeit durchfithren zu kénnen.

7.9 Das grundsitzliche Verhalten des Riicktrans-
portalgorithmus

Wir wollen im folgenden noch einmal das grundsétzliche Verhalten des Riick-
transportalgorithmus zusammenfassen. Insbesondere werden wir dabei das
Verhalten bei dem Ubergang von schwacher zu starker Streuung erliutern.

Wir betrachten zunichst (idealisiert) den Fall, daf iiberhaupt keine
streuende Substanz in dem Medium vorhanden ist. Lediglich in einem Punkt
des Gebietes befinde sich ein Hindernis, welches sowohl ein Streuer als auch
ein Absorber sein kann. Hier wie auch im folgenden nehmen wir an, daf} es
genau eine deltaformige Quelle an der Stelle s; € 0Q gibt.

Im diesem Falle fehlender Streuung liegen im Prinzip die Verhéltnisse der
Computertomographie vor. Ein absorbierendes Hindernis wird von einem
Detektor ,gesehen“, wenn es genau auf der Verbindungsstrecke zwischen
der Quelle und diesem Detektor liegt. Der update, den der Riicktransportal-
gorithmus erzeugt, beschrinkt sich ebenfalls auf diese Verbindungsstrecke.
Dieser update ist entlang der Geraden jedoch nicht gleichverteilt. Ahnliche
Verhéltnisse gelten fiir den Fall eines punktférmigen Streuers, wobei dort
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aufgrund der in dem Objekt vorhandenen Streuung ein Residuum in sémt-
lichen Detektorpositionen hervorgerufen wird. Da die Losung des Vorwiérts-
problems auf einer Geraden konzentriert ist, kann jedoch auch nur dort ein
update erfolgen.

Nehmen wir nun an, dafl in dem gesamten Gebiet ein schwacher Streu-
koeffizient vorhanden ist. Neben dem nach wie vor dominanten Anteil unge-
streuter Strahlung tritt nun die (einfach und) mehrfach gestreute Strahlung
in Erscheinung. Da diese beiden Terme von unterschiedlicher Groéflenord-
nung sind, bietet es sich an, diese in konkreten Anwendungen getrennt zu
behandeln. In den von uns durchgefiihrten Rekonstruktionen haben wir die-
sem Umstand dadurch Rechnung getragen, dafl wir etwas ausgedehntere
Quellen verwendet haben. Zudem konnten wir durch die Wahl geeigneter
Skalierungsparameter w(o,),w(b) und einer passenden oberen Schranke M
fiir den einzelnen update das Verhéltnis dieser beiden Anteile in gewissem
MafBe regulieren.

Bei zunehmendem Streukoeffizienten innerhalb des Mediums verringert
sich mehr und mehr die relative Bedeutung des Anteils ungestreuter Strah-
lung und es wéchst der Anteil der mehrfach gestreuten Strahlung. Da sich
nun die Pfade der Information {iber das gesuchte Objekt nicht mehr vor-
wiegend auf Geraden konzentrieren, sondern mit wachsender Wahrschein-
lichkeit die umliegenden Bereiche des Gebietes durchqueren, wird sich auch
der von uns berechnete update mehr und mehr iiber gréflere Bereiche des
Gebietes verteilen. Entsprechend der durch die update-Formel berechneten
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein am Ort x positioniertes Objekt das be-
obachtete Residuum in dem Detektor D erzeugt hat, wird dort auch der
update vorgenommen. Es resultieren die fiir die optische Tomographie typi-
schen wolkenférmigen updates (vergleichbar etwa mit den ,,banana shapes“
oder ,photon measurement density functions® in [18], oder den ,Photon
hitting densities“ in [169]). Diese erstrecken sich tendenziell von der Quel-
le iiber das Objekt in Richtung des Detektors und liefern somit zumindest
eine verschwommene Information iiber die genaue Position des gesuchten
Hindernisses.

Es ist eigentlich nicht zu erwarten, da aufgrund dieser wolkenférmigen
updates im Falle starker Streuung ein scharf begrenztes Objekt rekonstru-
iert wird. Die beiden Beispiele im letzten Abschnitt bestdtigen dies. Offen
ist bislang die Frage, ob dies prinzipiell unmdglich ist, oder ob dies ledig-
lich in der zur Verfiigung stehenden Zeit nicht zu schaffen ist. (Vergleiche
den entsprechenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz des Inversen Trans-
portproblems im zweiten Kapitel.) Ein kleiner Vorteil dieser flichenhaften
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Form des updates ist allerdings, daf3 an die rdumliche Verteilung der Quell-
und Detektorpositionen keine allzu rigiden Forderungen gestellt zu werden
brauchen. Zwanzig bis dreiflig iiber die Oberfliche einigermaflen gleichméBig
verteilte Quellpositionen haben in den von uns gerechneten Beispielen in der
Regel schon recht befriedigende Ergebnisse geliefert. Ebenfalls ungeklirt ist
bislang die Frage, wieviele Quellen und Detektoren (und in welcher Vertei-
lung) zu einer optimalen Rekonstruktion der im Gebiet verborgenen Objekte
bendtigt werden.

Abschliefend wollen wir auf die Unterscheidbarkeit von Streuer und Ab-
sorber im stark streuenden Fall eingehen. Wir haben bei der physikalischen
Deutung des Riicktransportalgorithmus bereits erwahnt, daf} bei dessen An-
wendung im Falle starker Streuung nur sehr schlecht ein streuendes Objekt
als solches ausgemacht werden kann. Die dazu notwendige Richtungsinfor-
mation, soweit sie in dem praktisch isotropen Fluf} iiberhaupt vorhanden ist,
geht bei der Durchquerung der angrenzenden Gebiete schnell wieder verlo-
ren. Wir haben diese Schwierigkeit in unseren Rekonstuktionen ein wenig
dadurch lindern koénnen, da wir die Residuenwerte mit der Zeit gewich-
tet haben. Dennoch erscheint in unseren Rekonstruktionen nach wie vor
etwa ein Streuer auch als Phantom in dem Absorptionskoeffizienten. Das
Auftreten eines Streuers als physikalischer Absorber ist in gewissem Sinne
plausibel: Da Photonen, die in einen solchen Streuer eindringen, dort eine
Zeitlang gefangen gehalten werden (,,umherirren®), erreichen sie in der Regel
erst mit einer gewissen Verspitung die einzelnen Detektoren. Da wir aber
zumeist nur eine sehr begrenzte Zeitdauer messen, gehen somit einige dieser
Photonen fiir die Detektion verloren. Der Algorithmus interpretiert diesen
Verlust als Absorption.

Eine weitere Ursache fiir das Auftreten eines Streuers als Absorber in
den von uns gerechneten Beispielen stellt der global tatsidchlich vorhandene
Absorber dar. Durch die lingere Verweilzeit der Photonen in den streuen-
den Objekten steigt schlicht und einfach deren Gesamtweglinge und damit
die Wahrscheinlichkeit, tatsdchlich absorbiert zu werden. Im Falle starker
Streuung konnen diese in den frithen sweeps aufgebauten Phantome nur
sehr schlecht von den spateren sweeps wieder abgebaut werden.
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