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1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit Fragen der Berechenbarkeit in der Theorie der C*-
Algebren befassen. Im Wesentlichen wird es also um zwei Dinge gehen: C*-Algebren
und Berechenbarkeitstheorie.

C*-Algebren sind gerade die unter der Operatornorm und Bildung des adjungierten
Operators abgeschlossenen Unteralgebren der beschrankten Operatoren auf einem Hil-
bertraum. Aquivalent hierzu lassen sie sich intrinsisch als involutive Banachalgebren
beschreiben, die zusétzlich der C*-Bedingung

2
[a* ]| = ]| vz

gentigen. Einer der Griinde, weshalb C*-Algebren interessante mathematische Objek-
te sind, ist, dass sie eine nichtkommutative Verallgemeinerung des Begriffs des topo-
logischen Raums darstellen, also topologische Strukturen beschreiben, die in einem
gewissen Sinne nichtkommutativ sind. Daher sind sie ein zentrales Element der so ge-
nannten nichtkommutativen Geometrie. Solche nichtkommutativen Strukturen treten
z. B. natiirlich bei der Mathematisierung der Quantentheorie auf.

In Kapitel 2 werden wir einen kurzen Uberblick iiber die Theorie der C*-Algebren
geben. Dabei werden wir auf zwei der wichtigsten Resultate (Satz von GELFAND-
NAmMARK, GNS-Konstruktion) hinsteuern und im Voriibergehen alle Begriffe, die wir
im Folgenden bendétigen werden, einfithren. Es erschien uns sinnvoll, dabei ein wenig
mehr zu erwéhnen, als wir im Folgenden benétigen werden, um wenigstens einen
kleinen Eindruck von den grofleren Zusammenhéngen zu vermitteln.

Da die Theorie komplex ist, wird die Darstellung meist skizzenhaft sein, sodass
einiges unklar bleiben wird, so es nicht schon vorher bekannt war. Im weiteren Verlauf
der Arbeit wird jedoch meist ein grobes Verstdndnis der Grundbegriffe ausreichen.

Die Berechenbarkeitstheorie untersucht die Frage nach der prinzipiellen Berechen-
barkeit von Funktionen oder Teilmengen natiirlicher Zahlen, also die Frage nach der
Existenz eines Rechenverfahrens, wie z.B. eines Computerprogramms, das zu gegebe-
nen Argumenten den Funktionswert einer gegebenen Funktion bestimmt, bzw. ent-
scheidet, ob das Argument in einer gegebenen Menge liegt. Man zeigt dabei recht
leicht, dass es Funktionen geben muss, die nicht berechenbar sind, darunter auch sol-
che, deren Berechenbarkeit vielleicht sehr wiinschenswert wéire (Halteproblem).

Kapitel 3 beinhaltet eine kurze Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie, in der
wir mathematisch exakt und voraussetzungsfrei alle im Folgenden benétigten Begriffe



1 FEinleitung

und Resultate bereitstellen werden, was jedoch mit einem recht grofien, leider unver-
meidbaren technischen Aufwand verbunden sein wird. Dafiir werden wir allerdings
anders als im ersten Kapitel auch nur wenig mehr sagen als das, was wirklich unab-
dingbar sein wird. Wer bereits mit Registermaschinen vertraut ist, mochte vielleicht
dennoch einen kurzen Blick in Abschnitt 3.7 werfen.

C*-Algebren sind mathematisch komplexe Objekte, und wenn schon in der Theorie
der natiirlichen Zahlen interessante Funktionen existieren, die nicht berechenbar sind,
so erscheint es, ohne dies hier ndher zu prazisieren, nicht verwunderlich, dass dies auch
fiir C*-Algebren der Fall sein wird.

Daher wollen wir uns in dieser Arbeit daher der Untersuchung der Entscheidbar-
keit besonders einfach definierter Teilmengen von C*-Algebren widmen, die moglichst
natiirlichen Fragestellungen iiber C*-Algebren entsprechen. Genauer werden wir uns
fiir die Entscheidbarkeit von Mengen der Form

{x lim a"x = 0} (1.0.1)
n—oo
oder
{x ‘ dn:a"z = 0} (1.0.2)
interessieren.

Als Hauptresultat werden wir zeigen, dass die Algebra s einerseits so einfach struk-
turiert ist, dass alle Algebrenoperationen auf ihr’ problemlos berechenbar sind, sich
andererseits jedoch Elemente a finden lassen, fiir die diese Mengen nicht entscheid-
bar sind. Unser Existenzbeweis wird konstruktiv gefiihrt werden und das Element a
von einfacher Form und insbesondere in ,berechenbarer Weise* approximierbar sein.
Reizvoll an der Konstruktion von a wird dabei sein, dass Linksmultiplikation mit a
gerade einem Rechenschritt einer Registermaschine entspricht und die Unentscheid-
barkeit der Mengen (1.0.1) und (1.0.2) aus der Unentscheidbarkeit des Halteproblems
fiir Registermaschinen folgen wird.

Bevor wir zu diesem Resultat gelangen, werden wir in Kapitel 4 zunéchst klaren
miissen, was wir darunter verstehen wollen, dass eine Menge von Elementen einer C*-
Algebra nicht entscheidbar ist. Dies bedarf Erkldrung, da wir in Kapitel 3 nur von der
Unentscheidbarkeit von Teilmengen von ]ng sprechen werden.

In Kapitel 5 werden wir nach Definition und Studium der wichtigsten Eigenschaften
von s, bzw. allgemeiner von beliebigen von zwei [sometrien mit orthogonalem Bild
erzeugten C*-Algebren, das Hauptresultat unserer Arbeit prasentieren.

Schliellich werden wir in Kapitel 6 die Entscheidbarkeit der Mengen (1.0.1) und
(1.0.2) fiir andere einfache Klassen von C*-Algebren studieren und dabei sowohl auf
positive wie auch negative Resultate stoflen. Dies wird es uns schliefllich auch ermdog-
lichen, unser Hauptresultat auf von nur einer echten Isometrie erzeugten C*-Algebren
zu verallgemeinern.

fgenauer auf einer dichten Unteralgebra



1.1 Konventionen und Bezeichnungsweisen

Im Schlussteil in Kapitel 7 werden wir schliefSlich innehalten und versuchen unse-
re Resultate einzuordnen, sowie Perspektiven fiir sich aus ihnen ergebende weitere
Fragestellungen aufzuzeigen.

1.1 Konventionen und Bezeichnungsweisen

Ublicherweise setzt man in der Berechenbarkeitstheorie 0 € N, wihrend es in der
Funktionalanalysis allgemein gebréiuchlich ist, 0 keine natiirliche Zahl sein zu lassen.
An letztere Gewohnheit werden wir uns halten und setzen also

N:={1,2,3,...} und Ng:=NU{0}.

Mit Q(7) bezeichnen wir den kleinsten Teilkorper von C, der @ und 7 enthélt, also
Q@) ={a+ib|a,be Q}.

Wenn wir von einem lokalkompakten bzw. kompakten topologischen Raum spre-
chen, meinen wir dabei stets einen lokalkompakten bzw. kompakten Hausdorffraum.

Skalarprodukte werden wir stets mit (- | -) notieren und sie antilinear in der zweiten
Komponente sein lassen.

Fiir eine nichtleere Menge Q bezeichne Q* := (2, Q) die Menge der Worte iiber €,
wobei Q0 := {,} und , das leere Wort sei. Weiter bezeichne QF := | J;2, Q' die Menge
der nichtleeren Worte iiber . Fiir ein w € Q* bezeichne |w| dasjenige k € Ny mit
w € QF also die Liange des Worts w. Sind w; = (21,...,%m) und wy = (Y1,...,Yn)
Worte, so sei die Konkatenation wywy das Wort (z1,...,Zm, Y1, .., Yn)-



2 C*-Algebren

Es folgt ein kurzer Uberblick iiber die Theorie der C*-Algebren, in dem wir auf zwei
grundlegende, zentrale Resultate tiber die Struktur von kommutativen C*-Algebren
(Satz von GELFAND-NAIMARK) und allgemein von nicht notwendig kommutativen C*-
Algebren (GNS-Konstruktion) eingehen werden. Diese werden auch erhellen, weshalb
man in Verbindung mit C'*-Algebren von nichtkommutativer Geometrie spricht und
in welcher Weise eine natiirliche Verbindung zur Quantentheorie besteht.

Dabei werden wir jedoch viel zu rasch vorgehen und zu vieles auslassen, als dass wir
eine solide Basis fiir die Arbeit mit C*-Algebren schaffen kénnten. Hierfiir verweisen
wir auf Lehrbiicher wie z. B. [Mur]. Dennoch hoffen wir, dass dieses Kapitel genug
Grundlage fiir das Verstdndnis dieser Arbeit liefern wird.

2.1 Grundbegriffe der Funktionalanalysis

Wir erinnern zunéchst kurz an einige grundlegende Begriffe der Funktionalanalysis,
gehen auf diese jedoch nicht néher ein. Gute Lehrbiicher der Funktionalanalysis sind
z.B. [HS], das ausfiihrliche [Wer| oder das recht anspruchsvolle [Rud].

2.1.1 Definition (normierter Raum, Banachraum). Unter einer Halbnorm auf einem
K-Vektorraum V mit IK = R, C verstehen wir eine Abbildung

) :v — R
§— &l
mit folgenden Eigenschaften:
LJegf=0  veev,
2. [[XEl = ALlIEN - vEeV,vAeK,
3+l < e+l Y& neV.

Gilt zusatzlich
[€=0=E=0  VEeV

so heiBt ||-|| Norm. Ein normierter Raum ist ein Vektorraum zusammen mit einer
Norm. Eine Norm ||-|| auf V induziert eine Metrik auf V vermoge d(§,n) := ||€ — |



2.1 Grundbegriffe der Funktionalanalysis

Ein normierter Raum heifit Banachraum, falls die von der Norm induzierte Metrik
vollstandig ist. V heifit separabel, falls eine abzéhlbare dichte Teilmenge in V existiert.
Addition und skalare Multiplikation sind in normierten Rdumen stetig.

2.1.2 Definition (Hilbertraum). Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum H ist
eine Abbildung
(|):HxH—C
(&mn) — (€]n)

mit folgenden Eigenschaften:

1. (-]-) ist linear in der ersten und antilinear in der zweiten Komponente.

2. (+]-) ist hermitesch, d.h. (¢|n) = (n| &) VE,meH.
3. (+]) ist positiv definit, d.h. ({]£) >0 V¢ € H und
€l =0 = ¢=0 VE e H.

Wir nennen zwei Vektoren &, 7 € H orthogonal, wenn (£ | n) = 0. Ein System paarweise
orthogonaler, von 0 verschiedener Vektoren ist linear unabhéngig.
Ein Skalarprodukt induziert eine Norm auf H vermoge [|£]| := /(£ |€). Ist H mit

dieser Norm ein Banachraum, so heifit H Hilbertraum.

2.1.3 Definition (Orthonormalbasis). Ein System von Vektoren (&;), ¢ € I in einem
Hilbertraum H nennen wir ein Orthonormalsystem, falls die & normiert und paarweise
orthogonal sind. Wir nennen (&;) eine Orthonormalbasis, falls

H = span ({&}) .
Falls I abzahlbar ist, so ist H separabel.

2.1.4 Definition (beschrankte lineare Abbildung, Operator). Eine lineare Abbildung
T :VY — W zwischen normierten Rdumen heifit beschrinkt, wenn es ein C' > 0 gibt
mit

ITE)| <CleEll vee .
T ist genau dann beschriankt, wenn T stetig ist. Gilt

TN =1l vEe,

so heifit T' Isometrie. Wir schreiben auch T¢ statt T'(§).

Ein (beschrinkter) Operator T auf einem normierten Raum V ist eine (beschrankte)
lineare Abbildung 7' : V — V. Mit B(V) bezeichnen wir die Menge der beschriankten
Operatoren auf V.
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2.1.5 Definition (Operator-Norm einer beschrankten Abbildung). Sei T : V — W
eine beschrinkte lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen. Setze

1T := sup [|T€].
Vv

€
ligl=1

Fir beschrankte lineare Abbildungen T und S, sodass T o S existiert, gilt stets
T oS|I <|IT|IS]- |I-]] ist eine Norm auf B(V).

2.1.6 Definition (Dualraum, schwach-x-Topologie). Sei V ein normierter Raum.
Eine stetiges lineares Funktional f auf V ist eine beschrénkte lineare Abbildung
f:V — K. Die Menge aller stetigen linearen Funktionale auf V sei mit V' bezeichnet
und ist mit der Operator-Norm ein Banachraum.

Unter der Schwach-*-Topologie auf V' verstehen wir die Topologie punktweiser Kon-
vergenz auf V', also diejenige Topologie, die von der Basis

{Uf7§17...7§n,5 | f € V/,n € N,fi eV,e > 0}
mit
Uper,nene ={9 €V | If(&) —g(&)| <efiri=1,...,n}

erzeugt wird.

2.2 Topologische Algebren

Wir erinnern zunéchst an die Definition einer Algebra.

2.2.1 Definition (Algebra). Eine K-Algebra iiber einem Korper K ist ein Quadrupel
(A, +,-,®), wobei V := (A, +,-) ein K-Vektorraum und © eine bilineare, assoziative
Verkniipfung

O:VxV—V, (z,y) — 2Oy

ist. Wir nennen A kommautativ, falls die Verkniipfung ® kommutativ ist. A heifit unital,
falls es ein neutrales Element 1 fiir ® gibt, d. h.

l1oz=201==x Vo € A.

Ublicherweise wird fiir - und ® dasselbe Symbol, bzw. iiberhaupt kein Symbol ver-
wendet.

2.2.2 Definition (Unteralgebra, Ideal, Erzeuger). Sei A eine K-Algebra. Eine Teil-
menge J C A heifit Unteralgebra von A, falls J selber wieder mit den Verkniipfungen
von A eine K-Algebra ist. J heifit Ideal, wenn zusétzlich A7 C J und JA C J gilt.

Sei M eine Teilmenge von A. Die von den Elementen von M erzeugte K- Unteralge-
bra ist der Schnitt iber alle IK-Unteralgebren von A, die M enthalten. Die Elemente



2.2 Topologische Algebren

von M werden Erzeuger dieser Algebra genannt. Die von M erzeugte IK-Unteralgebra
ist gerade die Algebra der nichtkommutativen Polynome in den Elementen von M:

k
{Z )\ixi71$i,2 T k,l; € N, Tij € M, )\ € ]K} .
i=1

Ist insbesondere die von M erzeugte Unteralgebra ganz A, so nennen wir auch .4 von
M erzeugt.

In der Kategorie der IK-Algebren betrachten wir folgende Morphismen:

2.2.3 Definition (Algebrenhomomorphismus). Eine Abbildung ¢ : A — B zwischen
K-Algebren A und B heiit (Algebren-)Homomorphismus, falls ¢ mit den Operationen
der Algebren vertréaglich ist, d.h. ¢ ist K-linear und es gilt

p(ry) = p(x)p(y)  Vz,y € A

Ist ¢ zusétzlich bijektiv, so nennen wir ¢ einen Isomorphismus sowie A und B iso-
morph.
Einen Homomorphismus zwischen unitalen Algebren nennen wir unital, falls zusétz-
lich
p(la) = 15.

Im Folgenden betrachten wir in der Regel komplexe Algebren, also C-Algebren.
Eine charakteristische Eigenschaft eines Elements einer (unitalen) komplexen Alge-
bra ist sein Spektrum:

2.2.4 Definition (Invertierbares Element, Spektrum, Spektralradius). Sei A eine
komplexe, unitale Algebra. Ein Element = € A heifit invertierbar, falls ein Element

z~ ! € A existiert mit zz~! = 27z = 1. Das Spektrum von x ist definiert als

sp(z) :={A € C | A-1 — x ist nicht invertierbar} .

Der Spektralradius p(x) von z ist der kleinste Radius einer abgeschlossenen Kreisschei-
be um 0 in C die sp(x) ganz enthélt:

p(z) = sup [A].
A€sp(x)
2.2.5 Bemerkung. Fiir die Algebra der komplexen n x n-Matrizen M, (C) gilt, dass
fir jede Matrix A € M,,(C) das Spektrum sp(A) von A gerade die Menge der Eigen-
werte (Spektralwerte) von A ist.

Im Folgenden werden wir uns stets fiir Algebren mit topologischer Struktur inter-
essieren.
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2.2.6 Definition (normierte Algebra, Banachalgebra). Eine normierte komplexe Al-
gebra ist eine komplexe Algebra A zusammen mit einer Norm ||-|| auf A, die in fol-
gendem Sinne mit der Algebren-Multiplikation vertrédglich ist:

eyl < ll=l[llyll - Yo,y € A (2.2.1)

Falls A mit dieser Norm Banachraum ist, so nennen wir A eine Banachalgebra.

Aus (2.2.1) folgt sofort, dass die Multiplikation in normierten Algebren stetig ist.

Wenn wir eine Teilmenge J C A ein Ideal von A nennen, dann meinen wir dabei
stets zuséatzlich, dass J abgeschlossen in der Topologie der Algebra ist.

Sei M eine Teilmenge einer Banachalgebra A. Die von M erzeugte Banach-Un-
teralgebra ist der Abschluss der von M erzeugten Unteralgebra, d.h. der Abschluss
der Algebra der nichtkommutativen Polynome in M, oder der Schnitt iiber alle abge-
schlossenen Unteralgebren von A.

Als Verallgemeinerung der entsprechenden Resultate fir M, (C), erhalten wir fiir
Banachalgebren:

2.2.7 Theorem. Sei A eine unitale Banachalgebra, x € A. Dann gilt:
1. p(z) <z
2. sp(x) ist kompakt.

3. sp(x) ist nicht leer.

4. p(x) = limp oo /(|2 .
Beweis. Skizze.

1. Fir [jz]] < 1ist Y 2, kaH endlich. Daher konvergiert die Neumannsche Reihe

[e o]
S
k=0
Der Grenzwert ist das inverse Element zu 1 — z. (Teleskopsumme!) Damit ist
fiir [A[ > ]
x
Aloa=)\ (1 - —)
! A

invertierbar.

2. Nach 1. ist sp(x) beschrankt. Aus der Konvergenz der Neumannschen Reihe fiir
Elemente von Norm kleiner 1 folgt weiter, dass die Menge der invertierbaren
Elemente von A offen ist. Denn fiir = invertierbar und y mit [|y| < ”;1” ist
auch

x—y:x(l—x_ly)
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invertierbar. sp(z) ist das Komplement des Urbilds der invertierbaren Elemente
von A unter der stetigen Abbildung A — A -1 — .

3. Angenommen, dass sp(z) = ), und sei f ein stetiges lineares Funktional auf A.
Dann ist die Funktion

erN) =Ff((A-1—2)71) (2.2.2)

auf ganz C holomorph und verschwindet im Unendlichen. Nach dem Satz von

Liouville ([J4], Satz 6) ist also ¢ s konstant 0, im Widerspruch dazu, dass die ste-

tigen linearen Funktionale auf normierten Réumen punktetrennend sind ([Wer],
Korollar I11.1.6).

4. Man priift leicht, dass aus A € sp(z) folgt, dass A" € sp(z™). (Eigenvekto-
ren zum Eigenwert A werden Eigenvektoren zum Eigenwert A"™.) Damit folgt
sp(z)" C sp(z"), also p(x)" < p(z") < [|z"], was

p(z) < liminf {/ |||

liefert. Fiir die umgekehrte Abschétzung bedenke man, dass fiir jedes stetige
lineare Funktional f auf A die Funktion (2.2.2) auf dem Komplement von sp(z)
holomorph ist und fiir |A| > ||z|| durch die Laurentreihe

SDf()‘) = isz()\k )
=0

dargestellt wird. Aus dem Satz iiber die Laurentreihen-Entwicklung ([J&], Satz
12, Satz 16) folgt, dass (2.2.3) bereits fiir alle A mit |A| > p(x) gelten muss. Aus
der Konvergenz der Reihe folgt nun, dass fiir alle f die Menge

(@)
{‘ N k € Ny
beschréankt ist. Mit dem Prinzip der gleichméBigen Beschranktheit ([Wer] Ko-
rollar IV.2.2) erhalten wir, dass dann auch die Menge

{I5e] [+ <}

fir |A| > p(x) beschrénkt ist, woraus wir

plw) > limsup /a7

n—oo

(2.2.3)

erhalten.

Siehe [Mur], Lemma 1.2.4, Theorem 1.2.5, Theorem 1.2.7. O
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2.3 Algebren iiber topologischen Raumen

Sei nun X ein lokalkompakter topologischer Raum. Wir betrachten die Menge der
komplexwertigen stetigen Funktionen auf X, die im Unendlichen verschwinden:

Co(X) := {f : X — C stetig | Ve > 0 3K C X kompakt : |f(X \ K)| C (—6,6)}

Mittels punktweiser Addition und Multiplikation der Funktionen wird diese Menge
zur komplexen kommutativen Algebra.
Falls X sogar kompakt ist, stimmt Co(X) mit

C(X):={f:X — C| f ist stetig}

tiberein und die Einsfunktion ist ein Einselement in C(X), d.h. C(X) ist unital.
Fiir die Supremumsnorm

[flloo = sup | f ()]
zeX

gilt
|(f9)(@)| = |f()g(@)| = [f(@)|l9(@)] < fllcll9lls Yz €X,
also

1f9lloe < N lloo 9l »

d. h. Co(X) ist mit der Supremumsnorm eine normierte Algebra.t Tatsichlich gilt sogar

2.3.1 Satz. Sei X ein lokalkompakter topologischer Raum, dann ist Co(X) mit der Su-
premumsnorm eine kommutative Banachalgebra. Ist X kompakt, so ist Co(X) = C(X)
unital.

Beweis. Es ist nur die Vollstédndigkeit zu zeigen. Sei dazu (f,) eine Cauchy-Folge in
Co(X). Dann ist insbesondere fiir jedes z € X auch (f,(x)) eine Cauchy-Folge in
C. Das heifit gerade, dass (f,,) punktweise gegen eine Funktion f auf X konvergiert.
Wegen

[f (@) = fu(@)| < |f(2) = fm(@)] + [fm(2) = fo(2)]
< [f(@) = fm(@)] + [[fm = falloo Vm € N,

folgt aus der punktweisen Konvergenz und der Tatsache, dass (f,) eine Cauchy-Folge
ist, dass (f,) auch in Supremumsnorm gegen f konvergiert. Hieraus folgt weiter die
Stetigkeit von f aus der Stetigkeit der f,, und f verschwindet im Unendlichen, da die
fn im Unendlichen verschwinden. O

"Die Supremumsnorm ist auf Co(X) stets endlich, da stetige Funktionen auf kompakten Riumen
beschrénkt sind, und die Elemente von Co(X) im Unendlichen verschwinden.

10



2.4 Kommutative C*-Algebren

2.4 Kommutative C*-Algebren

Als weitere Operation auf Co(X) konnen wir einer Funktion f ihre komplex konjugierte
Funktion f mit

f(z) = f(x) Ve e X
zuordnen. Es gilt ? =f, H?HOO = || f|lo, sowie fg = gf. Damit hat die Abbildung
<1 Co(X) — Co(X)
f—17
alle Eigenschaften einer stetigen Involution auf Cy(X):

2.4.1 Definition (Banach-x-Algebra). Eine stetige Involution * auf einer Banach-
Algebra A ist eine stetige antilineare Abbildung

()y:A— A
z— "
mit
()" o ()" =ida
und

(xy)* =y z* Va,y € A.

Ein Element z € A mit 2* = x nennen wir selbstadjungiert. Eine Banach-Algebra mit
stetiger Involution heifit Banach-x-Algebra.

Sei M eine Teilmenge von A. Die von M erzeugte Banach-+-Unteralgebra ist die
von M U M* erzeugte Banach-Unteralgebra, oder der Schnitt iiber alle Banach-x-
Unteralgebren, die M enthalten.

Zwischen komplexer Konjugation und Betragsbildung einer komplexen Zahl besteht
bekanntlich der Zusammenhang

- 2
T-x=|z|".

Folglich gilt auch B
171l = 1715 -

Dies nennen wir die C*-Eigenschaft einer Involution auf einer Banachalgebra:

2.4.2 Definition (C*-Algebra). Eine Involution * auf einer Banach-x-Algebra erfiillt
die C*-Bedingung, falls gilt:

lez] = 2| Ve A

Eine Banach-*-Algebra, deren Norm die C*-Bedingung erfiillt, heifit C*-Algebra, und
wir nennen eine (Halb-)Norm, die die C*-Bedingung erfillt, C*-(Halb)-Norm.
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2 C*-Algebren

2.4.3 Bemerkung. Aus der C*-Bedingung folgt insbesondere sofort, dass * isome-
trisch ist,
[zl = =% Va € A,

und
1] =1.

2.4.4 Satz. Sei X ein lokalkompakter (kompakter) Raum, dann ist Co(X) eine kom-
mutative (unitale) C*-Algebra.

In vielen Féllen konnen wir uns bei der Untersuchung eines Problems ohne Ein-
schriankung auf unitale C*-Algebren beschrénken, indem wir ggf. ein Einselement an
die Algebra hinzuadjungieren.

2.4.5 Satz und Definition. Sei A eine nicht unitale komplexe Algebra. Dann ist
die Menge N
A=AxC
vermége komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation sowie der Algebren-
Multiplikation
(@,A) - (y, ) == (zy + px + Ay, An)
eine unitale Algebra, die wir als die Unitalisierung von A bezeichnen.

Falls A eine C*-Algebra ist, so existiert aufﬂ eine C*-Norm, die die C*-Norm auf
A fortsetzt.

Beweis. Skizze. Es ist klar, dass A wieder eine Algebra ist. Man priift recht leicht,
dass
[(@, )]l :== sup [lzy + Ay||
ycA

llyll<1

eine C*-Norm auf A ist, die die Norm auf A fortsetzt, und dass A mit dieser Norm
vollsténdig ist.
Siehe [Dav], Proposition 1.1.3. O

In unitalen C*-Algebren besteht ein besonders enger Zusammenhang zwischen der
Norm und dem Spektrum eines Elements:

2.4.6 Satz. Sei x ein selbstadjungiertes Element einer unitalen C*-Algebra. Dann
gilt

p(z) = |||l
Beweis. Folgt sofort aus Satz 2.2.7 und der C*-Bedingung. U

2.4.7 Korollar. Auf einer C*-Algebra A existiert genau eine Norm, die A zur C*-
Algebra macht.

12



2.4 Kommutative C*-Algebren

Beweis. Ist A unital, so erhalten wir sofort fiir jedes x € A
2
)" = l="z| = p(z*z).
Der Spektralradius von z*x ist aber unabhéngig von der Norm auf A.

Ist A nicht unital, so betrachte die Unitalisierung. U

In der Kategorie der C*-Algebren betrachten wir folgende Morphismen:

2.4.8 Definition (x-Homomorphismus). Ein x-Homomorphismus zwischen C*-Alge-
bren A und B ist eine Abbildung ¢ : A — B, die mit den Algebren-Operationen A
und B vertraglich ist, d.h. ¢ ist ein Algebrenhomomorphismus und es gilt zuséatzlich

o(x*) = p(x)* Vo e A.

Zwei x-Algebren heiflen isomorph, wenn zwischen ihnen ein bijektiver *-Homomor-
phismus existiert.

Wie der folgende Satz zeigt, ist es tatsdchlich unnétig, die Stetigkeit von *-Homo-
morphismen zwischen C*-Algebren zu fordern, da jeder x-Homomorphismus bereits
stetig ist.

2.4.9 Satz. Ist ¢ ein x-Homomorphismus zwischen C*-Algebren A und B, so ist ¢
normuvermindernd, insbesondere also stetig.

Beweis. Nehme zunéchst an, dass 4 und B sowie ¢ unital sind. Dann bildet ¢ in-
vertierbare Elemente auf invertierbare Elemente ab. Insbesondere haben wir daher
zusammen mit Satz 2.4.6 fiir ein beliebiges = € A

lz]* = a*z|l = p(a"2)
> p(p(z*z)) = plp(z)*p(2)) = lle(@) (@) = lle(@)]”

Im nicht unitalen Fall setze ¢ zu einem unitalen x-Homomorphismus auf den Uni-
talisierungen fort. O

Seien X und Y lokalkompakte Rdume und ¢ : X — Y eine stetige eigentliche
Abbildung (d.h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt). Dann ist

Co(p) : Co(Y) — Co(X)
fr—1Ffop

ein wohldefinierter *-Homomorphismus zwischen Co(Y") und Co(X).! Offensichtlich ist
Co(+) vertraglich mit der Verkniipfung von *-Homomorphismen, d. h.

Co(¥ o) = Colp) 0 Co(¥).

TCo () (f) verschwindet im Unendlichen, weil ¢ eigentlich ist.

13



2 C*-Algebren

Sind X und Y kompakt, dann ist insbesondere jede stetige Abbildung eigentlich und
es gilt
Co(p)(ly) = 1x,

d.h. Co(¢p) ist unital. Damit ist gezeigt:

2.4.10 Satz. Cy(-) ist ein kontravarianter Funktor zwischen der Kategorie der lokal-
kompakten Rdume mit eigentlichen Abbildungen als Morphismen und der Kategorie
der kommutativen C*-Algebren mit x-Homomorphismen als Morphismen.

C(-) = Co(+) ist ein kontravarianter Funktor zwischen der Kategorie der kompakten
Rdume mit stetigen Abbildungen als Morphismen und der Kategorie der kommutativen
unitalen C*-Algebren mit unitalen x-Homomorphismen als Morphismen.

2.5 Der Satz von Gelfand-Naimark und nichtkommutative
Topologie

Konnte es nun sein, dass bereits alle kommutativen C*-Algebren (bis auf Isomorphie)
Funktionen-Algebren auf einem lokalkompakten Raum sind? Der Satz von GELFAND-
NAIMARK bestéatigt dies:

2.5.1 Satz und Definition (Spektrum einer C*-Algebra). Sei A eine unitale (kom-
mutative) C*-Algebra. Die Menge

spec(A) :={p: A — C | ¢ ist unitaler x-Homomorphismus}

ist unter der schwach-x-Topologie ein kompakter Raum und heifit das Spektrum wvon

A.

Beweis. spec(A) ist nach Satz 2.4.9 in der Norm-abgeschlossenen Einheitskugel der
stetigen linearen Funktionale auf A enthalten und offensichtlich unter der schwach-
x-Topologie abgeschlossen. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von BANACH-
AraoGLU ([Wer], Korollar VIII.3.12), der besagt, dass die Norm-abgeschlossene Ein-
heitskugel der stetigen linearen Funktionale auf einem normierten Raum schwach-x*-
kompakt ist. O

Vermittels Auswertung erhalten wir zu jedem x in A eine stetige Funktion auf

spec(A):

2.5.2 Satz und Definition (Gelfand-Transformation). Sei A eine unitale (kommu-
tative) C*-Algebra. Dann ist die Abbildung

“: A — C(spec(A))

T— T
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2.5 Der Satz von Gelfand-Naimark und nichtkommutative Topologie

mit

etn *-Homomorphismus.

Beweis. Die Stetigkeit von ¥ folgt gerade aus der Definition der Topologie auf spec(.A).
Dass ~ ein *-Homomorphismus ist, ist klar, da jedes ¢ € spec(A) ein *-Homomorphis-
mus ist. U

Ist A nicht unital, so setzen wir
spec(A) = spec(A) \ {6}

wobei 0 : A — C derjenige *-Homomorphismus ist mit 0 4 =0und 6(1) = 1. Mit

der von spec(A) geerbten Topologie ist spec(A) lokalkompakt und die Einschrankung
der Gelfand-Transformierten

—

T = 1) [spec(A)»
wobei ¢ die Inklusion von A in A bezeichne, liefert einen *-Homomorphismus
“: A — Co(spec(A)),
da 0(z) = 0 fiir alle z € A.

2.5.3 Theorem (GELFAD-NAIMARK). Sei A eine unitale kommutative C*-Algebra.
Dann ist die Gelfand-Transformation ein isometrischer Isomorphismus:

A = C(spec(A)).
Ist A nicht unital, so erhalten wir einen isometrischen Isomorphismus
A = Cy(spec(A)).

Beweis. Skizze. Der nicht unitale Fall folgt leicht aus dem unitalen.

Fiir unitales A sieht man sofort, dass das Bild von Z eine Teilmenge von sp(z) ist
A=—p(z) =¢e(A-1—x) #0, falls A- 1 — z invertierbar). Tatséchlich ist das Bild von Z
sogar ganz sp(z). Aus Satz 2.4.6 folgt dann, dass ™~ isometrisch ist. Nach Definition von
spec(A) ist das Bild von ~ punktetrennend, also nach dem Satz von Stone-Weierstraf3
([Wer], Satz VIIL.4.7) schon ganz C(X).

Siehe [Mur], Theorem 2.1.10. O

Damit hat also jede kommutative C*-Algebra (bis auf Isomorphie) die Form Cy(X),
d.h. die Zuordnung X —— Co(X) ist (bis auf Isomorphie) surjektiv. Sie ist aber auch
injektiv:
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2 C*-Algebren

2.5.4 Satz. Sei X ein lokalkompakter Raum. Dann gilt
X = spec(Co(X)).

Beweis. Idee. O.E. sei X kompakt, sonst betrachte die Einpunktkompaktifizierung
von X ([vQ], 8.18). Zeige dass die Abbildung

®: X — spec(C(X))

T — eVy,

mit evy(p) := p(x) ein Hombomorphismus ist.
Siehe [Mur], Theorem 2.1.15. O

2.5.5 Korollar. Ist ¢ ein injektiver x-Homomorphismus zwischen C*-Algebren, so
ist @ isometrisch. Bilder von x-Homomorphismen zwischen C*-Algebren sind C*-
Algebren.

Beweis. Idee. Wir betrachten ohne Einschrinkung den unitalen Fall. Wegen ||z]|* =
||x*x|| reicht es, ||p(z)|| = ||z fiir selbstadjungiertes x zu zeigen. Die von einem solchen
x erzeugte unitale C*-Unteralgebra ist kommutativ, wie auch die von ¢(x) erzeugte
unitale C*-Unteralgebra. Also reicht es nach Theorem 2.5.3, den Fall

v:C(X)—C(Y)

zu behandeln.

Mit Satz 2.5.4 lasst sich leicht sehen, dass es ein stetiges ¢ : ¥ — X gibt, so-
dass ¢(f) = f o ¢. Da ¢ injektiv ist, muss ¢ surjektiv sein. Damit ist wiederum ¢
isometrisch.

Die zweite Aussage folgt hieraus, da die Quotientenalgebra einer C*-Algebra nach
einem abgeschlossenen Ideal auf kanonische Weise wieder eine C*-Algebra ist, sich
also ein Homomorphiesatz fiir C*-Algebren formulieren lasst, und Bilder vollstdndiger
Réaume unter Isometrien vollstdndig sind.

Siehe [Bla], I1.2.2.5 und [Mur|, Theorem 3.1.6. O

Nach Satz 2.5.4 haben wir also bis auf Isomorphie eine funktorielle Eins-zu-Eins-
Korrespondenz zwischen lokalkompakten Riaumen und kommutativen C*-Algebren,
bzw. kompakten Raumen und unitalen C*-Algebren.? Also ist die Theorie kommu-
tativer C*-Algebren gerade die Theorie lokalkompakter topologischer Rdume. Wenn

fGenauer gesagt ist der Funktor Co(+) eine natiirliche Aquivalenz zwischen der Kategorie der
lokalkompakten Réume mit eigentlichen Abbildungen als Morphismen und der Kategorie der kom-
mutativen C*-Algebren mit *-Homomorphismen als Morphismen, bzw. zwischen der Kategorie der
kompakten Rdume mit stetigen Abbildungen als Morphismen und der Kategorie der kommutativen
unitalen C*-Algebren mit unitalen *-Homomorphismen als Morphismen.
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2.6 Darstellungen und GNS-Konstruktion

wir nichtkommutative C*-Algebren betrachten, betreiben wir also nichtkommutative
Topologie!

Interpretieren wir einen lokalkompakten Raum X als den Zustandsraum eines phy-
sikalischen Systems, so konnen wir Co(X) als Algebra der Observablen (Messgrofien)
dieses Systems auffassen. (Eine Observable ordnet gerade jedem Zustand eines Sys-
tems eine Messgrofie zu.) Eine nichtkommutative C*-Algebra ldsst sich dann also als
Observablen-Algebra eines ,nichtkommutativen* physikalischen Zustandsraums auf-
fassen.

2.6 Darstellungen und GNS-Konstruktion

Wenn wir eine nichtkommutative C*-Algebra als Algebra der Observablen eines nicht-
kommutativen Zustandsraums eines physikalischen Systems interpretieren, heifit dies
gerade, dass die Observablen dieses Systems (unter Multiplikation) i. Allg. nicht mit-
einander vertauschen. Solch ein Phénomen ist aber aus der Quantenmechanik, in der
die Reihenfolge von Messungen in der Regel nicht vertauschbar ist, wohlbekannt!

Ein quantenmechanisches System lésst sich tatsdchlich durch die Algebra seiner
Observablen beschreiben, wobei als Observablen Operatoren auf einem geeigneten
Hilbertraum H gewéhlt werden. Ein Zustand des Systems wird als eindimensiona-
ler Teilraum von H interpretiert, oder dual hierzu als normiertes positives lineares
Funktional auf der Observablenalgebra.

2.6.1 Satz. Sei 'H ein Hilbertraum, dann ist B(H) mit den tublichen Verkniipfungen
und der Bildung des adjungierten Operators als Involution eine C*-Algebra.

Beweis. Wir zeigen nur die C*-Eigenschaft. Dazu reicht es festzustellen, dass einerseits
aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

* * 2 *
Sup, (TTE O < T TN NEN" = 17T

und andererseits

sup |(T*T€ | &) = sup |(T€|T€)| = sup ||TE|* = ||T?
lel=1 lell=1 lel=1

gilt. O

Folglich ist jede solche Observablen-Algebra, wenn wir annehmen, dass es sich stets
um eine abgeschlossene x-Unteralgebra von B(H) handelt, eine C*-Algebra. Kénnte
es nun wieder sein, dass tatséchlich jede C*-Algebra von dieser Form ist?

"Dem Raum span (£) wird das Funktional 7'+ (T€ | £) zugeordnet, falls & normiert ist.
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2 C*-Algebren

2.6.2 Definition (Darstellung). Eine Darstellung einer C*-Algebra A ist ein Paar
(m,’H), wobei H ein Hilbertraum und 7 : A — B(H) ein *-Homomorphismus ist.
Wir nennen 7 treu, falls 7 injektiv ist.

Da Bilder von x-Homomorphismen zwischen C*-Algebren wieder C*-Algebren sind
(Satz 2.5.5), ist die Frage also, ob jede C*-Algebra eine treue Darstellung besitzt.
Wir iibertragen die Definition eines Zustands eines quantenmechanischen Systems auf
beliebige C*-Algebren:

2.6.3 Definition (positives lineares Funktional, Zustand). Ein positives lineares
Funktional f auf einer C*-Algebra A ist ein lineares Funktional auf A4 mit

flz*x) >0 Vo e A
f heifit Zustand, falls zusatzlich || f]] = 1.

2.6.4 Bemerkung. Ist f ein positives lineares Funktional auf einer C*-Algebra, so
folgt schon, dass f stetig ist.

Beweis. Siehe [Mur|, Theorem 3.3.1. O
Auf C*-Algebren existieren stets ,hinreichend“ viele Zustéande.

2.6.5 Satz. Sei A eine C*-Algebra und x € A selbstadjungiert. Dann existiert ein
Zustand f auf A mit |f(z)| = ||z

Beweis. Skizze. 0.E. sei A unital. (Sonst unitalisiere.)

Die von x und 1 erzeugte C*-Unteralgebra C*(z, 1) ist kommutativ. Folglich enthélt
spec(C*(x,1)) ein ¢ mit |o(x)| = ||z||. (Die Gelfand-Transformation ist isometrisch.)
Setze ¢ normerhaltend zu einem Funktional auf ganz A fort. (Satz von Hahn-Banach.
[Wer], Theorem III.1.5) Man zeigt leicht, dass aus ¢(1) = 1 = ||¢|| und der Stetigkeit
der Fortsetzung bereits folgt, dass diese Fortsetzung positiv ist. ([Mur], Corollary
3.3.4)

Siehe [Mur], Theorem 3.3.6. O

Zu jedem positiven linearen Funktional kénnen wir eine Darstellung konstruieren:

2.6.6 Theorem (GNS-Konstruktion). Sei f ein positives lineares Funktional auf ei-
ner C*-Algebra A. Dann existiert eine Darstellung (m¢, Hy) sowie ein Vektor £ € Hy,
so dass

flx)=(mp(x)ép 1&p) Yz e A

&y ist genau dann normiert, wenn f ein Zustand ist.
Ist f(x) # 0, so folgt insbesondere my(x) # 0.
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2.6 Darstellungen und GNS-Konstruktion

Beweis. Idee. Definiere auf A die Sesquilinearform

<z |y>p= f(y ).

Aus der Positivitdt von f folgt, dass < | - >y hermitesch ist. Also erhalten wir auf
A/N¢ mit Ny := {x € A| f(z*x) = 0} ein Skalarprodukt. Seine Vervollstindigung
sei Hy.

Die Darstellung 7¢ erhalten wir, indem wir A auf A/N; durch Linksmultiplika-
tion operieren lassen: my(x)y := (xy). Man kann zeigen, dass dies ein beschrénkter
Operator auf A/Ny ist, der sich folglich eindeutig auf H fortsetzt.

Falls A unital ist, so setzen wir {; := 1. Denn dann gilt:

<7Tf($)§f ‘ §f>f:<7rf(ac)i ‘ i>f=<$' ’ i>f= f(lx) = f(x)
Siehe [Dav], Theorem 1.9.6. O
2.6.7 Korollar. Jede C*-Algebra besitzt eine treue Darstellung.

Beweis. Sei (m;,H;),i € I eine Familie von Darstellungen, so erhalten wir eine Dar-
stellung

EBWZ':A—>@H¢

el el
x — @icrmi(x)

auf der direkten Summe der Hilbertrdume H;. Betrachte insbesondere

mi= EB T,

f Zustand auf A

so folgt aus Satz 2.6.5, dass 7 treu ist. U
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3 Registermaschinen und die Grenzen der
Berechenbarkeit

In diesem Kapitel werden wir eine kurze Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie
(Rekursionstheorie) anhand des Modells der Registermaschine geben. Diese Einfiih-
rung wird insofern vollsténdig sein, als dass wir alle im Folgenden benétigten Konzepte
bereitstellen und sdmtliche dabei auftretenden Begriffe exakt definieren werden. Al-
lerdings werden wir dem Leser einige sehr technische Beweise von ohnehin plausiblen
Aussagen ersparen.

Dariiber hinaus werden wir auch deshalb eine griindliche Einfiihrung in die Be-
rechenbarkeitstheorie nicht ersetzen kénnen, weil wir nur behandeln werden, was im
Folgenden unabdingbar sein wird, und wir viele wesentliche Aspekte der Theorie nicht
werden beleuchten kénnen. Insbesondere gehen wir auf keine weiteren Modelle der
Berechenbarkeit ein, und grundlegende Resultate wie der zweite Rekursionssatz, Nor-
malformtheoreme, der Satz von POST oder Zusammenhénge zwischen Berechenbarkeit
und Beweisbarkeit werden keine Erwdhnung finden.

Fiir eine griindliche Einfithrung in die Berechenbarkeitstheorie verweisen wir auf
Lehrbiicher wie z.B. [Pohl]. Umfassendere Darstellungen finden sich in [Ler], [Soa]
oder [Odil] und [Odi2]. Im Folgenden werden wir uns im Wesentlichen in verkiirzter
Form an der Darstellung in [Poh2] orientieren.

3.1 Registermaschinen
Die klassische Berechenbarkeitstheorie untersucht die Frage, welche Funktionen
f: No — N,
oder auch allgemeiner Funktionen f : N{* — IN{j berechenbar sind. Berechenbar

bedeutet, dass ein endliches’ Verfahren (Algorithmus) aus einfachen elementaren Re-
chenoperationen existiert, das zu jedem n € Ny den Wert f(n) berechnet.

T endlich® meint hier, das nur endlich viele Informationen benétigt werden, um dass Verfahren zu
beschreiben. Lieflen wir unendliche Algorithmen zu, wére offensichtlich jede Funktion f : Nog — Ny
berechenbar, da wir dann schon ihren gesamten Wertverlauf (f(0), f(1),...) in dem Algorithmus
speichern kénnten.
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3.1 Registermaschinen

Dabei ist die tatséchliche praktische Durchfiithrbarkeit der Rechnung, also z. B. ob
die Rechnung in den nichsten 10*2 Jahren beendet sein wird oder ob weniger Speiche-
reinheiten wahrend der Rechnung benétigt werden, als Elementarteilchen im Univer-
sum existieren, irrelevant. Insbesondere fillt das bekannte P = NP-Problem ([Coo])
nicht in die Berechenbarkeitstheorie, sondern ist Gegenstand der so genannten Kom-
plexitatstheorie.

Um uns nun dieser abstrakten Problemstellung anzundhern, wollen wir zunéchst
iiberlegen, welche Verfahren zur Berechnung einer Funktion wir bereits kennen:

Heute lassen wir Funktionen f : Ngo — Nj in der Regel von Rechenmaschinen, d.h.
Computern berechnen. Ein Computer-System besteht aus Hardware, der CPU (Cen-
tral Processing Unit), Speicher, Laufwerken, der Grafikkarte, etc. , sowie aus Software,
also den Programmen, die die einzelnen Arbeitsschritte der Hardware steuern.

Wir wollen dieses Prinzip der Trennung von Hard- oder Software nun in ein mathe-
matisches Modell iiberfithren. Zunichst wenden wir uns der Hardware zu: Dabei ist
festzustellen, dass die wesentliche Rechenarbeit eines Computers in seiner CPU zusam-
men mit dem Arbeitsspeicher durchgefithrt wird. Alle weiteren Komponenten dienen
letztlich der Ein- und Ausgabe, die wir auf einfache Ein- und Ausgabe-Funktionen
reduzieren werden.

In der CPU befinden sich verschiedene Speicher-Register, die jeweils eine natiirliche
Zahl einer gewissen Grofle speichern konnen. In einer ersten Idealisierung werden
wir annehmen, dass unsere Rechenmaschine iiber ¢ Register verfiigt, die jeweils eine
beliebig grofe natiirliche Zahl speichern kénnen." Damit kénnen wir in unserem Modell
auf Arbeitsspeicher verzichten, da wir, wie sich weiter unten zeigen wird, bereits in
den Registern beliebig grofie Datenmengen speichern kénnen.

Die CPU kann nun diverse Anderungen am Inhalt dieser Register durchfiihren, wir
sprechen von Modifikationsinstruktionen, oder sie auf gewisse Eigenschaften testen,
wir sprechen von Testinstruktionen. Moderne CPUs verfiigen iiber einige Hundert
dieser Instruktionen. Wir wollen uns hier auf das Notigste beschrénken und definieren:

3.1.1 Definition (Basis-Registermaschine). Die Basis-Registermaschine mit q Regis-
tern, m-stelliger Input-Funktion und n-stelliger Output-Funktion (m,n < q) ist das
5-Tupel
Ry™ = (N, {INC;|1 < i < q} U{DEC;|1 < i < ¢},
{EQU; |1 <i < g}, IN",0UT"),

bestehend aus der Menge der Registerzustéinde, den Mengen der Modifikations- und
Test-Instruktionen, sowie einer Input- und einer Output-Funktion. Dabei ist

"Dies ist zumindest insofern nicht absurd, als dass es theoretisch vorstellbar ist, dass die Register
wéahrend der Laufzeit der Maschine vergréflert werden kdnnten, wenn die gespeicherten Zahlen die
Kapazitdt der Register iibersteigen sollten. Natiirlich existieren dennoch prinzipielle physikalische
Grenzen.
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3 Registermaschinen und die Grenzen der Berechenbarkeit

e« ING;: lNg — lNg, (r1,...,rq) — (11, i1, mi + Lriga, o0, 7g)
e DEC;: lNg — lNg, (r1,...,1q) — (7“1,...,Ti,l,riil,riﬂ,...,rq),
. —-b b<
wobel a—b := “ “
0 b>a

0 >0

o EQO; : N — {0,1}, (r1,...,7¢) —
1 ’I“i:()

o IN™:NJ' — N{, (z1,....2m) — (21,. .., Tm,0,...,0)
. OUT":lNg—HNg, (r1,...,1q) — (11,...,7p)

Dariiber hinaus verfiigt die CPU iiber ein Steuerwerk, welches schrittweise das in die
Maschine geladene Programm abarbeitet. Ein Programm ist eine durchnummerierte
endliche Liste von Anweisungen, die darin bestehen, eine bestimmte Instruktion aus-
zufithren und dann an eine andere Stelle des Programms zu springen. Die Stelle, an die
gesprungen wird, héngt dabei im Falle von Test-Instruktionen von dem Ergebnis des
Tests ab. Die einzelnen Nummern der Programmstellen werden wir die Zustiande des
Programms / der Maschine nennen. Im Falle von Modifikations-Instruktionen geht die
Maschine in einen festgelegten Folgezustand iiber, wird eine Test-Instruktion ausge-
fithrt, wechselt sie in einen Folge- oder in einen Verzweigungszustand in Abhangigkeit
von dem Ergebnis des Tests. Wir setzen:

3.1.2 Definition (Registermaschinen-Programm). Ein Registermaschinen-Programm
fiir eine Basismaschine R;"" ist eine endliche Menge P, fiir die gilt:

1. Jedes Element P € P ist von einer der folgenden Formen:

o P=(2INCy,2f), z2r€Np1<i<gq

e P=(2,DEC;,z2¢), z,2r€Np1<i<gq

e P= (ZvEQOi7zfazv)7 Ry Rfs Ry €N071 SZSQ
2. Zu jedem z € N gibt es hochstens ein P € P mit P = (z,...).
3. Es gibt ein P € P der Form P = (0,...).

Die Elemente von P nennen wir Anweisungen und die Zahlen z, zy, z,, die in den
obigen Darstellungen auftreten, den Zustand, Folgezustand bzw. den Verzweigungs-
zustand der Anweisung.

Eine Registermaschine ist nun eine Basis-Registermaschine (die Hardware) zusam-
men mit einem Registermaschinen-Programm (der Software):

3.1.3 Definition (Registermaschine). Eine m,n-stellige Registermaschine mit q Re-
gistern ist ein Paar M = (Ry"",P), mit einem Registermaschinen-Programm P fiir
Ry
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3.2 Rechenschritts- und Resultats-Funktion

Wir benétigen noch einige weitere Begriffe.

3.2.1 Definition. Sei M = (Ry"",P) eine Registermaschine. Mit

ZM):=Z(P:={2|3Pe€P:P=(z...)}U
{zp|IPEP:P=(...,27,...)}U{2y | FP€P P =(...,2)}
bezeichnen wir die Menge der Zustédnde von M.
Weiter sei E(M) := E(P) := Z(M)\ {z|3P€P:P=(z...)} die Menge der
Endzusténde, sowie K (M) := Z(M) x N{ die Menge der Konfigurationen von M.

Nach dem bisher Erlauterten sollte die folgende Definition der Rechenschrittfunk-
tion einleuchtend sein.

3.2.2 Definition (Rechenschrittfunktion). Die Rechenschrittfunktion einer Register-
maschine M ist definiert als:

RSy : K(M) — K(M)
zp, INCi(7))  (2,INCy,25) € P

(
(27, DECi(7")) (2,DEC;,z5) € P
(
(

(2, 77) — 4 (2f, ) (2,EQO;, 2f,2,) € P und EQ0;(7) =1
2o, T) (2,EQO;, zf, z,) € P und EQO0;(7) =0
(2,7) z € E(M)

Es ist klar, dass RSy wohldefiniert ist, denn nach der Definition von Registerma-
schinen-Programmen trifft stets genau einer der aufgefithrten Falle ein.

Das Anwenden der Rechenschrittfunktion auf eine Konfiguration (2, 7°) von M
liefert gerade die Konfiguration (2/, 7’) von M, die M einnimmt, nachdem M in der
Konfiguration (z, 7°) einen Rechenschritt durchgefiihrt hat.

Der Lauf einer Registermaschine M beginnt nun, indem der Input 2" mittels IN™
in die Register geladen wird und M in den Anfangszustand 0 versetzt wird. Daraufhin
beginnt M, Rechenschritte durchzufithren. Nach k& Rechenschritten befindet sich M
angesetzt auf 7 also in der Konfiguration

RSk, (0,IN™(ZT)).
Die Rechnung lauft so lange, bis M einen Endzustand erreicht. Wir definieren daher:
3.2.3 Definition (Rechenzeitfunktion).
RZn : N§' — No U {1}
- {min {k e Ny | RZ* (0,IN™(Z)) = (2e, T), 2e € E(M)} min existiert

T sonst
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3 Registermaschinen und die Grenzen der Berechenbarkeit

RZn (@) bezeichnet also die Anzahl der Rechenschritte, die M benétigt, um bei der
Eingabe 7" die Rechnung abzuschliefen. Falls M in eine Endlosschleife geriit, nimmt
RZ den Wert T an, was fiir ,,nicht definiert* stehen soll.

Ist schliellich die Rechnung von M abgeschlossen, wird die Ausgabe mittels OUT"
ausgelesen. Wir definieren die Resultatsfunktion also als:

3.2.4 Definition (Resultatsfunktion).
RESy : Ny — Ng U {1}
S {OUT” (RSRZM (O,INm(?))) RZ(7) #£1

x
T sonst

3.2.5 Beispiele. 1. Sei
ADD,p = {(0,EQO,,3,1),(1,INCs, 2) , (2,DEC,,0)}

und
ADD = (R}, ADD,, ).

Dann ist RESapp auf lNg definiert und es gilt

RESapD(7,y) = = + .

2. Sei
MULT = {(0,EQ04,9,1), (1,EQ0,,5,2),(2,INC3,3),
(3,INCy,4),(4,DECo, 1), (5,EQ0,,8,6),
(6,INC,,7),(7,DECy,5), (8, DECy,0),
(9,EQO5,42,10) ,(10,INC4,11),(11,DEC3,9) }
und

MULT = (R}', MULT ).
Dann ist RESyur T auf ]N% definiert und es gilt
RESmurT(2,9) =2 - 9.
Beweis. Man zeigt diese Aussagen, die klar sind, sobald man die Struktur des jewei-

ligen Programms durchschaut hat, durch eine im Grunde einfache, jedoch miihselige
doppelte Induktion entlang der Argumente der Resultatsfunktionen. U
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3.2 Rechenschritts- und Resultats-Funktion

3.2.6 Bemerkung. Spitestens das zweite Beispiel macht klar, dass die direkte An-
gabe eines Registermaschinen-Programms in der Regel nicht sinnvoll ist. Da die Be-
nennung der einzelnen Zusténde jedoch keinerlei Rolle spielt, sondern nur die Ver-
kniipfungen zwischen den einzelnen Anweisungen, die durch die Zustdnde vermittelt
werden, kann man statt der direkten Auflistung des Programms auch ein Flussdia-
gramm angeben, um den Programmablauf durchschaubarer zu gestalten. Im Falle von
ADD,;, hitte dieses beispielsweise die Form

INC, |+ DEC,

Desweiteren kénnen wir bei grofleren Programmen immer wiederkehrende Pro-
grammteile als einen einzelnen Block des Flussdiagrammes, also als Unterprogramm

verwenden. Wenn wir z.B. fiir das ADD,; Programm kurz —— ADD,;, |—

schreiben und zusétzlich das Diagramm

INC, |— INC. |+ DEC,

mit ——| ADD2,, —— abkiirzen, so konnen wir fiir MULT ein recht tibersichtli-

ches Flussdiagramm angeben:

START @ ADD23 3.4 |+ ADDs2 [+ DEC;

ADD31  — STOP)
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3 Registermaschinen und die Grenzen der Berechenbarkeit

3.3 Berechenbarkeit von Funktionen und Pradikaten
3.3.1 Definition (Registermaschinen-berechenbare Funktionen).
PE™" :={f : Nj* — NG U{7} | f = RESnm, M Registermaschine}

bezeichne die Menge der m-stelligen Registermaschinen-partiell-berechenbaren Funk-
tionen mit Werten in INj.

F™" = {f € PF™" | 1¢ im f}

ist die Menge der m-stelligen Registermaschinen-berechenbaren Funktionen mit Wer-
ten in INg.
Auflerdem sei
PF™ .= PF™! und F™:=F"!

Eine partiell berechenbare Funktion f ist also insofern berechenbar, als dass eine
Register-Maschine existiert, die fiir die Inputs @', fiir die f(@’) definiert ist, gera-
de f(z) berechnet, sonst jedoch in eine Endlosschleife gerét. Insbesondere muss zu
keinem Zeitpunkt des Laufs der Maschine bekannt sein, ob sie zu dem gegebenen In-
put terminieren wird oder nicht. Ist f berechenbar, so wissen wir schon, dass der Lauf
einer Maschine, die f berechnet, schliellich enden muss. Jedoch muss auch hier zu kei-
nem Zeitpunkt im Lauf der Maschine bekannt sein, wie viele weitere Rechenschritte
benotigt werden, bis die Maschine terminiert.

Im Folgenden wird die Berechenbarkeit von Prédikaten eine besondere Rolle spielen.

3.3.2 Definition (Pradikat). Ein m-stelliges Pradikat P (auf dem Trager der Natiir-
lichen Zahlen) ist eine Menge
P C Ng.

Man schreibt
P(z1,...,xm) <= (T1,...,2m) € P.

Wir wollen ein Pradikat berechenbar nennen, wenn es seine charakteristische Funk-
tion ist.

3.3.3 Definition (Registermaschinen-berechenbare Préidikate).
PP™:= {PC Ny |3f e PF™: P = f'({1})}
ist die Menge der m-stelligen Registermaschinen-partiell-berechenbaren Pradikate. Mit
P = {PCNy|3feF™: P=f"'({1})}

bezeichnen wir die Menge der m-stelligen Registermaschinen-berechenbaren Pridikate.
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3.3.4 Bemerkung. Sei P ein m-stelliges Pradikat und bezeichne x p seine charakte-
ristische Funktion, d.h. xp : Nj* — {0,1} und

Xp(x1,...,xm) =1 <= P(x1,...,Tm).

Dann gilt
PeP" <« xypcF™

Beweis. Ist P = f~1({1}) mit f € F™, so hiéinge an jeden Endzustand einer Maschine,
die f berechnet, ein Programm an, das in Register 1 den Wert 0 schreibt, falls sein
Inhalt nicht 1 ist. O

Wir haben nun definiert, was es bedeutet, dass sich eine Funktion oder ein Prédikat
auf einer Registermaschine berechnen lésst. Dabei haben wir viele Idealisierungen und
Vereinfachungen gegeniiber des Ausgangsmodells des modernen Computers gemacht.
Schon daher ist es iiberhaupt nicht klar, ob es nicht Funktionen gibt, die zwar in
einem intuitiven Sinne berechenbar sind, die jedoch nicht von einer Registermaschine
berechnet werden kénnen. Dabei ist es allerdings mehr ein empirisches wie auch ein
philosophisches und weniger ein mathematisches Problem, festzulegen, was wir unter
dem Ausdruck ,intuitiv® hier verstehen wollen.

Ohne dies hier néher rechtfertigen zu kénnen, schlieflen wir uns folgender tiblichen
Annahme an:

3.3.5 Definition (CHURCH-TURING-These). Die Klassen der Registermaschinen-be-
rechenbaren Funktionen und Prédikate sind genau die Klassen der intuitiv berechen-
baren Funktionen und Pradikate.

Hier sei zu dieser These nur angemerkt, dass alle bis heute entwickelten Modelle von
Berechenbarkeit, wie z.B. Turing-Maschinen, p-rekursive Funktionen oder A-Kalkil
sich als dquivalent zur Registermaschinen-Berechenbarkeit herausgestellt haben, also
die gleichen Funktionen und Pradikate berechnen, was die CHURCH-TURING-These
zumindest sehr plausibel erscheinen lasst.

Wir vereinbaren folgende

3.3.6 Redeweisen. 1. Im Folgenden werden wir aufgrund der Church-Turing-
These PEF™ F™ PP™ P™ nur noch als die Klassen der berechenbaren bzw.
partiell berechenbaren Funktionen oder Pradikate bezeichnen, ohne Hinweis auf
das zugrunde liegende Berechenbarkeits-Modell.

2. Statt von ,berechenbaren“ oder ,partiell berechenbaren* Funktionen oder Pré-
dikaten, wird auch von ,rekursiven“ bzw. ,partiell rekursiven“ Funktionen oder
Préadikaten gesprochen.

f Auch Quantencomputer berechnen keine groBere Klasse von Funktionen.
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3 Registermaschinen und die Grenzen der Berechenbarkeit

3. Ein berechenbares Pradikat wird auch ,entscheidbar® genannt. Dementspre-
chend wird bei einem ,,Entscheidungsproblem® die Frage nach der Berechen-
barkeit eines Préadikats gestellt.

4. Ein partiell berechenbares Pradikat wird auch ,rekursiv aufzéhlbar* genannt.

3.3.7 Bemerkung. Die letzte Redeweise ist durch folgende Aquivalenz begriindet:
PcPP™ <« 3fcF':P=im(f).

3.3.8 Bemerkung. Die CHURCH-TURING-These hat dramatische Konsequenzen fiir
unsere folgende Arbeit! Aufgrund ihrer reicht es zum Beweis der Berechenbarkeit einer
Funktion bzw. der Entscheidbarkeit eines Pradikats, lediglich ein Verfahren anzuge-
ben, von dem klar ist, dass es sich zum Beispiel auf einem normalen Computer (der
zudem tiber potentiell unendlich viel Speicher verfiigt) durchfithren lasst. Wir sind also
insbesondere nicht gezwungen, Registermaschinen-Programme anzugeben, was meist
ein sehr aufwendiges Unterfangen werden wiirde. Im Verlauf dieser Arbeit werden wir
sehr regen Gebrauch von dieser Tatsache machen, indem wir Berechnungsverfah-
ren stets nur so genau umschreiben, dass klar wird, dass sie sich z.B. in
ein Java-Programm umsetzen lief3en.

Wenn wir hingegen zeigen wollen, dass eine Funktion nicht berechenbar oder ein
Pradikat nicht entscheidbar ist, brauchen wir dank der CHURCH-TURING-These umge-
kehrt nur zu zeigen, dass keine Registermaschine existiert, die die Funktion berechnet
oder das Pradikat entscheidet.

Schliellich stellen wir noch einige einfache Eigenschaften der P™ fest:

3.3.9 Satz. Die Mengen P™ sind abgeschlossen unter Vereinigung, Schnitt und Kom-
plement-Bildung. Sie bilden also eine Mengen-Algebra.

Beweis. (Abschluss unter Schnitten). Seien A, B € P™ und P4, Pp Programme, die
x4 und xp berechnen und die ohne Einschrinkung beide auf einer Basismaschine
mit ¢ Registern laufen. Modifiziere P4 so, dass P4 auf einer Basismaschine mit ¢ 4 1
Registern lauft und zunéchst den Inhalt von Register 1 in Register ¢+ 1 kopiert, bevor
es mit der Rechnung beginnt.

Dann erhalten wir ein Programm, das xanp berechnet, indem wir an jeden End-
zustand des modifizierten P4 ein Programm anhéngen, das testet, ob Register 1 leer
ist. Ist dies der Fall, soll es in einen Endzustand iibergehen, ansonsten soll es Register
1 leeren, mit dem Wert von Register ¢ 4+ 1 fiillen und dann Programm Pp laufen
lassen. O

3.3.10 Satz. Sei B € P" und f € F™". Dann gilt fir alle A C Ng* mit

f(¥)eB <+ TcA
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schon, dass

AelP™
Beweis. Seien P, ;, Py ohne Einschréinkung Rg’l— bzw. Rq""-Programme, die yp und
f berechnen. Dann erhalten wir ein RT’l—Programm, das x4 berechnet, indem wir an

jeden Endzustand von Py ein Programm anhangen, das die Register ¢ —n +1,...,q
leert, und dann P, , laufen lasst. Dieses Programm berechnet

xBof=xa.

3.4 Kodierung

Wir werden nun die wichtige Beobachtung machen, dass es moglich ist, Programme
von Registermaschinen in eine natiirliche Zahl zu kodieren. Das Hauptproblem besteht
dabei darin, eine endliche Folge natiirlicher Zahlen in eine natiirliche Zahl zu kodieren.

3.4.1 Lemma. FEs gibt fiir alle k € N injektive berechenbare Funktionen
<> NE SN

und berechenbare Funktionen (-). : }Ng — Ny, lh : Ng — Ny, sowie ein berechenbares
einstelliges Pridikat Seq, sodass gilt:

1. Upenim(<->p) = Seq
2. VEVT e NE: lh(<@>;) =k
8. VEVT eNE: T = (KT >p)1,--- (KT >p)k)

<>y heifst Kodierungsfunktion, (-). Dekodierungsfunktion und Zahlen x mit Seq(x)
heifsen Folgennummern. Fir Folgennummern x ist lh(x) die Linge von x.

Beweis. Sei p1,po,ps ... die Aufzédhlung aller Primzahlen. Setze

<y, Tp>pe=pi T -pz’cﬂ.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist klar, dass dies ein solches
Kodierungsschema liefert.

Die Berechenbarkeit wird durch explizite Angabe von Programmen, die die gege-
benen Funktionen und Pradikate berechnen, gezeigt. Man mache sich dafiir zunéchst
klar, dass es ein Programm gibt, das Division mit Rest durchfiihrt. Dann kénnen wir
aber auch ein Programm finden, das testet, ob eine Zahl eine Primzahl ist, und dann
gibt es auch ein Programm, das die n-te Primzahl berechnet. Aus diesen Programmen
lassen sich die benotigten Programme schliefSlich leicht konstruieren. U
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3 Registermaschinen und die Grenzen der Berechenbarkeit

3.4.2 Bemerkung. Im Lichte der CHURCH-TURING-These ist sicherlich klar, dass
die Funktionen und Pradikate in Lemma 3.4.1 berechenbar sind. Jedoch gleicht es ei-
nem Zirkelschluss, sich an dieser Stelle auf die CHURCH-TURING-These zu berufen, da
sich ihre Giiltigkeit gerade darauf stiitzt, dass man beweisen kann, dass alle bekann-
ten Modelle der Berechenbarkeit hochstens so stark wie das der Registermaschinen
sind. Dafiir ist es aber gerade u.a. wesentlich, dass wir auf Registermaschinen Folgen
natiirlicher Zahlen zu Zahlen kodieren kénnen.

3.4.3 Korollar (Kodierung von Programmen). Es gibt eine injektive Funktion
< - >: { Registermaschinen- Programme} — Ny,
sodass folgende Funktionen und Prddikate berechenbar sind
1. im(<->)
2. {(z,2) | et =<P>,z€ Z(P)}
3. {(x,ze) | t =<P>,2 € E(P)}

i (2,2) s | (B7) T=<P>(zDEC;.z) € P
(0’ 0) sonst

5. (5.2) s L 02) w=<P>(5INCi z) € P
o (0,0)  sonst

1,2¢,% x=<P>, (2,EQ0,;,2¢,2,) € P

6. (1’, Z) N ( f U) ( Q 7 f U)
(0,0,0)  sonst

Beweis. Es sind nur alle Anweisungen des Programms geeignet zusammenzukodieren.

7. B. konnen wir setzen

1. <(2,INCj, zf) > :=<0,2,1,2f >, <(2,DECy,2¢)> :=<1,2,i,25>
2. <(2,EQO;, 2f,20) > 1= <2, 2,1, 2f, 2y >

3. <P>:=<P,...,P, >, wobei die P; gerade die Elemente von P sind, die so
angeordnet sind, dass die Ausgangszustdnde der P; streng monoton wachsen.

Die Berechenbarkeit wird wieder durch Angabe von Programmen gezeigt. U

Auch wenn die Moglichkeit der Kodierung von Programmen in natiirliche Zahlen
im Computerzeitalter selbstverstindlich erscheint, ist sie doch von fundamentaler und
tiefer Bedeutung fiir die Berechenbarkeitstheorie. Durch Kodierung wird es méoglich,
Programme mit Programmen rechnen zu lassen. Aus dieser Vermischung von Objekt-
Ebene und Meta-Ebene ist es moglich, Varianten der bekannten Liignerparadoxie
,Dieser Satz ist nicht wahr zu konstruieren, aus denen sich viele elementare Resultate
der Berechenbarkeitstheorie ergeben.
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3.5 Das Halteproblem

Als eine einfache Anwendung des Prinzips der Kodierung kénnen wir die Existenz
interessanter’ nicht entscheidbarer Pridikate anhand des Halteproblems fiir Register-
maschinen zeigen:

3.5.1 Definition (Halteproblem fiir Registermaschinen).
H = {(:U,y) € ]N% | x =< P>, P Registermaschinen-Programm
fiir RY, RES 1.1 ) (y) #1 }
ist das Halteproblem fir Registermaschinen.
H':={z €Ng | (z,z) € H}
nennen wir das diagonalisierte Halteproblem.

Ein Paar (x,y) liegt also in H, wenn z eine Registermaschine kodiert, die, angesetzt
auf die Zahl y, hélt, also nicht in eine Endlosschleife gerdat. Das Halteproblem ist nicht
entscheidbar:

3.5.2 Satz. H ¢ P? und H' ¢ PL.

Beweis. Ist H € P?, so auch offensichtlich H' € P!, also reicht es H' ¢ P! zu zeigen.
Angenommen also, H' € P'. Dann ist nach Satz 3.3.9 auch

H* ::NO\le{xGNO | (SC,CE)¢H}€IP1,

und somit
Xt € F'.

Offensichtlich ist dann auch

f:No— NoU{T}

partiell berechenbar. (Hénge an das Programm, das x ;1 berechnet, ein Programm an,
das, falls Register 1 leer ist, in eine Endlosschleife geréit und sonst in einen Endzustand
ibergeht.)

"Die bloBe Existenz nicht entscheidbarer Priadikate folgt sofort aus Kardinalitéts-Griinden!
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3 Registermaschinen und die Grenzen der Berechenbarkeit

Sei also (Ré’l, Py) eine Registermaschine, die f berechnet und sei + =<Py>. Dann
gilt:

re H & (z,2) ¢ H
& RES(Ré,lﬂDf)(x) ¢ Ng
& flz) =1
sxd¢ H.
Widerspruch! O

3.6 Die universelle Registermaschine

Wir wollen nun zeigen, dass H und H! jedoch rekursiv aufzihlbar sind. Dies ist
klar, wenn es moglich ist, den Lauf einer beliebigen Registermaschine durch eine feste
Registermaschine zu simulieren.

3.6.1 Satz (Universelle Registermaschine). Die Funktion
U:NZ — Nou {1}

RES(RT’I,P) Y15 Ym) T =<P>P ist R?’l—PrOgmmm und
(z,y) — Y =<Yoo Ym >
T sonst

ist partiell berechenbar.

Beweis. Mit einiger Miihe, aber ohne wesentliche Schwierigkeiten, kénnen wir auch
hier ein Programm finden, das U berechnet. Dafiir reicht es im Wesentlichen, zu-
néchst zu priifen, ob x ein giiltiges Programm kodiert und dann ggf. den Lauf dieses
Programms zu simulieren. Dazu speichere man kodiert in einem Register die aktuelle
Konfiguration der zu simulierenden Maschine und fiihre an dieser Konfiguration im-
mer wieder die Rechenschrittfunktion der simulierten Maschine aus. Weiter ist dann
nur zu erkennen, wann die Maschine eine Endkonfiguration erreicht, und dann das
Resultat auszulesen. O

3.6.2 Korollar.
H e PP? und H'ePP.L

Beweis. Es ist nur H € P? zu zeigen. Da U partiell-berechenbar ist, ist auch
U': N — NoU {1}

o) s 1 Ulx,y) € Ny
) {T Ule,y) =1
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partiell berechenbar. (Fiige an die Endzusténde eines Programms, welches U berech-
net, Anweisungen an, die zu der Ausgabe von 1 fithren.) Es ist aber nach Definition
von U

H=U"1({1}).

3.6.3 Korollar.
PecP™ <« PecPP A (N™\P)ecPP™

Beweis. Seien P, (N{*\)P € PP™. Dann sind die charakteristischen Funktionen dieser
Pradikate partiell berechenbar. Seien M7 und My Maschinen, die diese Funktionen
berechnen. Wie im Beweis zu 3.6.1 lasst sich eine Registermaschine M angeben, die
zu einem Input @ simultan die Laufe von M; und My simuliert. Da jedoch stets

T eP Vv Te(Ny\P)

gilt, muss die Rechnung einer der Maschinen M1, My schliellich terminieren, worauf
M entweder 0 oder 1 ausgeben soll, womit M die charakteristische Funktion von P
berechnet. O

3.6.4 Korollar.
P™ C PP™ C Pow(Np).

Beweis. Dass die zweite Inklusion echt ist, folgt entweder aus Kardinalitdts-Griinden
oder aus Korollar 3.6.3 zusammen mit P C PP™. O

3.7 Berechenbarkeit relativ zu einer Teilmenge von N

In der Praxis wird uns héufig als Tragermenge einer Funktion oder eines Préidika-
tes nicht N{* sondern eine Teilmenge begegnen. (Zum Beispiel, wenn wir Funktionen
f + N — N betrachten.) Dennoch wollen wir auch in solchen Féllen ohne grofle-
re Komplikationen von Berechenbarkeit oder Entscheidbarkeit sprechen kénnen. Wir
setzen daher:

3.7.1 Definition (Berechenbarkeit auf Teilmengen von IN§"). Sei M eine beliebige
Teilmenge von N™. Eine Funktion f : M —— IN™ heif3t dann als auf M definierte
Funktion berechenbar, falls eine Funktion f € PF™" existiert, mit f = f| M-

Eine Pridikat P C M heifit als Teilmenge von M entscheidbar bzw. relativ zu M
entscheidbar, falls seine charakteristische Funktion yxp als auf M definierte Funktion
berechenbar ist.
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Eine Funktion f ist also als auf M definierte Funktion berechenbar, falls wir eine
Registermaschine angeben koénnen, die zu einem Input 7 aus M den Funktionswert
von f berechnet. Liegt 7 nicht in M, so kann sich die Maschine beliebig verhalten,
insbesondere in eine Endlosschleife geraten.

Beachte, dass wir fiir jede Teilmenge P C M zwei Begriffe von Entscheidbarkeit ha-
ben: Entscheidbarkeit als Pradikat auf N{j* und Entscheidbarkeit als Prédikat relativ
zu M. Ist P entscheidbar, so auch als Teilmenge von M. Ist jedoch M selber nicht
entscheidbar, so ist nicht jedes relativ zu M entscheidbare P schon entscheidbar. Es
gilt jedoch:

3.7.2 Bemerkung. Ist M entscheidbar und P als Teilmenge von M entscheidbar,
so ist P entscheidbar.

Beweis. Wir kénnen P entscheiden, indem wir von jedem 7 zunéchst entscheiden, ob
7T € M. Wenn nein, so liegt @ nicht in P. Falls ja, so kénnen wir das Entscheidungs-
verfahren fiir P als Teilmenge von M anwenden, um @ € P zu entscheiden. O

3.7.3 Bemerkung. Offensichtlich lassen sich die Sétze 3.3.9 und 3.3.10 problemlos
wie folgt verallgemeinern:

1. Die Klasse der relativ zu M entscheidbaren Pradikate ist unter Vereinigung,
Schnitt und Komplement-Bildung in M abgeschlossen.

2. Sei B C N C N} entscheidbar als Teilmenge von N und f : M — N bere-
chenbar. Dann gilt fiir alle A C N{* mit

f(ZYeB < TcA

schon, dass A als Teilmenge von M berechenbar ist.
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4 Berechenbarkeit und C*-Algebren

4.1 Zulassige Abzahlungen

Im Folgenden wollen wir Berechenbarkeitsfragen in der Theorie der C*-Algebren un-
tersuchen. Genauer wollen wir uns mit der Entscheidbarkeit gewisser Teilmengen von
C*-Algebren (dabei wollen wir wieder von Pradikaten sprechen) beschéftigen. Da
wir bisher lediglich iiber Berechenbarkeit von Funktionen und Pradikaten auf den
natiirlichen Zahlen gesprochen haben, ist zunéchst zu klaren, was wir im Falle von
C*-Algebren unter Berechenbarkeit verstehen wollen.

Um mit Registermaschinen mit Elementen von C*-Algebren zu rechnen, werden wir
diesen Elementen natiirliche Zahlen zuordnen, die diese repréasentieren. (Wir kodieren
also Elemente von C*-Algebren in natiirliche Zahlen.) Damit ist jedoch klar, dass wir
stets nur iiber eine abzéhlbare Teilmenge einer C*-Algebra A sprechen kénnen. Im
Folgenden werden wir daher stets nur separable! C*-Algebren A mit einer abzihlbaren
dichten Q(i)-*- Unteralgebra A betrachten. Diese werden wir so wahlen, dass wir die
Elemente von A auf natiirliche Weise durch eine Funktion ¢ : Ng — A so abzihlen
koénnen, dass die Algebren-Verkniipfungen von A berechenbar werden:

4.1.1 Definition (zuldssige Abzéhlung). Sei A eine C*-Algebra und A cine ab-
zéhlbare dichte Q(i)-*-Unteralgebra von A. Wir nennen eine Abzéhlung (Bijektion)
¢ : Ng — A zuldssig, wenn folgende Abbildungen berechenbar sind:

o f1: N2 — Ny, (z,9) — ¢ (o) + ©(y))
o fo: N2 — Ny, (z,9) — ¢ (o) - o(y))
o f3 : ]Ng — ]No,

e (1B (2) s A0

(xly xr2,Y1,Y2,S, Z) L
0 sonst

e f1:Ng— No, z+— ¢! (p(z)*)

Fiir a € A werden wir ¢~ 1(a) auch den Kode von a nennen.

TEine C*-Algebra heiit separabel, wenn sie als Banachraum separabel ist.
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4 Berechenbarkeit und C*-Algebren

Es wird in allen von uns betrachteten Féllen klar sein, dass eine solche zuléssige
Abzdhlungen stets existiert.

Von einer zulissigen Abzihlung ¢ ausgehend, kénnen wir Teilmengen oder Folgen®
von Elementen von A Berechenbarkeit oder Unberechenbarkeit zuschreiben, indem
wir eine Teilmenge oder Folge von Elementen von A (un)berechenbar nennen, falls
ihre Urbilder unter ¢ (un)berechenbar sind:

4.1.2 Definition. Sei A durch eine zuléssige Abzéhlung ¢ abgezahlt. Wir nennen eine

Abbildung f : A™ — A" berechenbar beziiglich o, falls ap(")_l o f o (™) berechenbar
ist.! Analog nennen wir eine Abbildung ¢ : Ny — A" berechenbar beziiglich , falls
go(")fl o g berechenbar ist.

Ein Pridikat P C A™ heifie entscheidbar beziiglich o, falls Lp(m)_l(P) entscheidbar
ist.

Analog ist Berechenbarkeit von Funktionen und Pradikaten auf A relativ zu einer
Teilmenge M C A™ zu verstehen.

Ist klar, auf welche zuléssige Abzéhlung wir uns beziehen, so werden wir einfach
von berechenbaren Funktionen und Pradikaten sprechen.

Ist nun die Entscheidbarkeit von Teilmengen von A von der gewahlten zuldssigen
Abzdhlung abhéngig? Dies ist jedenfalls nicht der Fall, wenn A endlich erzeugt ist!

4.1.3 Satz. Sei A eine C*-Algebra, A eine endlich erzeugte dichte Q(7)-*-Unteralge-
bra und @, zuldssige Abzdhlungen von A. Dann sind

¢ op:Ng — Ny

und
¢ toy: Ny — Ny

berechenbar, und somit sind Funktionen und Pridikate genau dann beziiglich ¢ bere-
chenbar, wenn ste beziiglich 1 berechenbar sind.

Beweis. Sei vy, ...,v, ein Erzeugendensystem von .Z, das ohne Einschréankung unter
x abgeschlossen sei. Dann lésst sich jedes Element von A schreiben als

k
D AV Umiy - Um,, ki € Nomag € {1,...n}, A € Q(i). (4.1.1)
=1

Somit berechnet folgendes Verfahren ¢! o (n):

tDabei fassen wir eine Folge natirlicher Zahlen als eine Abbildung Ng — Ny auf.
(M) begeichne die Abbildung @™ : N§* — A™, (z1,...,Zm) — (©(x1), ., (Tm)).
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4.1 Zuléassige Abzahlungen

Gehe systematisch alle Summen a der Form (4.1.1) durch.’ Da ¢ und 1 zulissig
sind, und in diesen Summen nur die endlich vielen Algebren-Elemente vy, ..., v, vor-
kommen, deren Kodes beziiglich ¢ und 1 wir in das Programm hineinkodieren kénnen,
lassen sich jeweils ¢ ~!(a) und 1~!(a) berechnen. Da jedes Element von A von der
Form (4.1.1) ist, kommen wir schlieflich zu einem a € A, sodass ¢~ (a) = n ist. Dann
ist aber 1! o p(n) = ¥ ~1(a). Analoges gilt fiir o' 0.

Dass in dieser Situation die (p-berechenbaren Funktionen und Pradikate mit den
1-berechenbaren Funktionen und Pradikaten iibereinstimmen, folgt sofort aus der
Definition und Satz 3.3.10 bzw. Bemerkung 3.7.3 . U

In vielen Féllen miissen wir uns also nicht um die Wahl der zuldssigen Abzéhlung
 sorgen.

Beziiglich der Frage, inwiefern unsere Begriffsbildung von Berechenbarkeit in C*-
Algebren sinnvoll ist, verweisen wir auf die abschliefende Diskussion in Kapitel 7.

Wie schon in Bemerkung 3.3.8 angemerkt, werden wir beim Beweis der Entscheid-
barkeit eines Pradikats auf einer C*-Algebra grofiziigig damit sein, einer gewissen
Operation Berechenbarkeit zuzuschreiben, insofern, als dass wir Verfahren zu ihrer
Durchfithrung nur soweit spezifizieren werden, dass ihre Umsetzbarkeit in ein Com-
puterprogramm klar wird, ohne dass wir jedoch ein konkretes Programm angeben
werden. Etwa sind aus der Linearen Algebra Verfahren bekannt, die lineare Unabhén-
gigkeit von Vektoren des Q(i)" zu priifen, derer wir uns ohne niahere Angabe eines
konkreten Computer- oder gar Registermaschinen-Programms bedienen werden, von
denen jedoch klar ist, dass eine solche Umsetzung ohne Probleme méglich ist.

Dies gilt auch, wenn wir von der Existenz von zulédssigen Abzdhlungen sprechen. Fol-
gende Bemerkung zeigt dabei, dass wir in vielen Féllen auf kanonische Weise &hnlich
zu dem Vorgehen in Satz 4.1.3 eine zuléssige Abzéhlung erhalten kénnen:

4.1.4 Bemerkung. Sei A dichte Q(7)-+-Unteralgebra einer C*-Algebra A sowie
(v;), i € I ein endliches oder abzéhlbar unendliches System von Erzeugern von fT,
von dem wir wieder ohne Einschriankung annehmen kénnen, dass es x-abgeschlossen
ist. Dann lésst sich wie folgt eine zuléssige Abzéhlung ¢ von A finden.

Definiere ¢(n) rekursiv:

Seien ¢(m) fiir m < n schon definiert. Um ¢(n) zu definieren, gehe (nach dem

"Damit meinen wir genauer Folgendes: Reprasentiere Summen der Form (4.1.1) durch bestimmte
endliche Folgen natiirlicher Zahlen (welche sich wiederum vermittels Kodierung als eine natiirliche
Zahl schreiben lassen) so, dass sich diese Folgen in berechenbarer Weise aufzdhlen lassen und des
Weiteren die formalen Algebrenoperationen auf diesen Ausdriicken in dieser Représentation bere-
chenbar sind. (D.h. es sollen nicht die méglichen zusétzliche Relationen in A gelten. Anders gesagt,
wir rechnen in der von den Erzeugern erzeugten freien *-Algebra)
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4 Berechenbarkeit und C*-Algebren

immer gleichen System) systematisch alle Ausdriicke der Form
k
Z AiVm; 1 Umg g - Umg ), ki € Nymgj; € I,M € Qi) (4.1.2)
i=1

durch.t Fiir jeden Ausdruck a dieser Form priife fiir jedes m < n:

1. Sei a,, derjenige Ausdruck, der nach diesem Verfahren fiir ¢(m) bereits ausge-
wahlt wurde (p(m) = ap,).

2. Gilt in .Z, dass a = a,,?7 Falls ja, verwerfe a, sonst weiter mit m + 1, falls
m+1<n.

Wurde a nicht verworfen, so setze ¢(n) := a.

Offensichtlich definiert dies eine Abzéhlung ¢ : Ny — A. Diese Abzéhlung ist
zuléssig, falls es zu A ein Entscheidungsverfahren gibt, dass fiir einen Ausdruck a der
Form (4.1.2), also unter Kenntnis der \; und m; ; priift, ob a = 0 in A gilt.

Wir zeigen dies fiir den Fall der Addition: Es ist also fi(z,y) = ¢~ (¢(z) + ©(y))
zu berechnen. Dies leistet das folgende Verfahren.

1. Bestimme ein a der Form (4.1.2), sodass ¢(z) = a. Dies ist moglich, indem wir
obige rekursive Definition von ¢(z) als Berechnungsverfahren verwenden. (Dazu
miissen wir nach dem gleichen Verfahren also zunéchst ¢(0), ¢(1),...,p(x — 1)
bestimmen.) Fiir Schritt 2 ist wesentlich, dass wir nach Voraussetzung gerade
ein Entscheidungsverfahren haben, um ¢ =a, < a—a, =0 in A zu testen.

2. Bestimme ein b der Form (4.1.2), sodass ¢(y) = b.
3. Ermittle die Form des Ausdrucks a+b, also die zugehérigen A; und m; ; in (4.1.2.

4. Fir jedes n bestimme bei 0 beginnend, wie oben einen Ausdruck ¢, sodass
o(n) =c. Falls ¢ — (a +b) # 0 in A, so fahre bei n + 1 fort. Andernfalls ist

o Hp(x) + 0(y) = n.

Mit Hilfe des Verfahrens aus dieser Bemerkung erhalten wir in allen von uns un-
tersuchten Fallen zuldssige Abzahlungen. Aufler fir die Algebra Oy werden wir dabei
allerdings nicht néher darauf eingehen, wie zu entscheiden ist, ob ein Ausdruck der
Form (4.1.2) gleich 0 ist, da dies sonst stets direkt klar sein wird.

tSiehe Fufinote zu 4.1.3.
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5 Von zwei Isometrien erzeugte
C*-Algebren

5.1 Isometrien

Im Folgenden werden wir uns besonders fiir C*-Algebren interessieren, die von Isome-
trien erzeugt werden.

5.1.1 Definition (Isometrie, Projektion). Ein Element s einer unitalen C*-Algebra
heiflt Isometrie, falls gilt

s's=1.

s heiflt echte Isometrie, falls ss* # 1, ansonsten heifit s unitdr. Ein Element p einer
C*-Algebra heifit Projektion, falls

p*=p und p®=p.

Zwei Projektionen p, g heiflen orthogonal, falls
pq = 0.

5.1.2 Bemerkung. Ist s eine Isometrie, so gilt ||s|| = 1 und ss* ist eine Projektion,
die als Bildprojektion bezeichnet wird. Produkte von Isometrien sind Isometrien.

Beweis. Es gilt
2 *
[sI” = lls"sll = [I1[l = 1

und (ss*)* = ss*, sowie

(ss™)(ss") = s(s%s)s™ = ss™.

~——
1

Ist ¢ eine weitere Isometrie, so gilt auch

(st)*(st) =t"s*st =t"1t = 1.
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5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

5.1.3 Bemerkung. Isometrien und Projektionen von dargestellten C*-Algebren sind
gerade Isometrien und orthogonale Projektionen im Sinne der Funktionalanalysis, und
der Projektionsraum der Bildprojektion einer Isometrie ist das Bild der Isometrie. Zwei
Projektionen sind orthogonal genau dann, wenn ihre Projektionsrdume orthogonal
sind.

Beweis. Alle Aussagen folgen leicht aus der Tatsache, dass
(S¢[n) = (&[S™n)  Y&neH.
Siehe [Wer], Lemma V.5.4 und Satz V.5.9. O

Wird eine C*-Algebra A von zwei Isometrien mit orthogonalen Bildprojektionen
s1, S erzeugt, so hat die von s, so erzeugte Q(i)-+-Unteralgebra eine besonders ein-
fache Form.

Sei dazu fir u = (k1ks ... kny) € {1,2}F

i ) ® k% *
Sy = SkySky -+ - Sk, und also 85 = Sk Skm_1 - Skis
sowie s, = 1.

5.1.4 Lemma. Sei A eine von Isometrien s1,So mit orthogonalen Bildprojektionen
erzeugte C*-Algebra. Dann gilt

s182 =0 wund s5s1 =0.

Beweis. Um die erste Gleichung einzusehen, multipliziere die nach Voraussetzung gel-
tende Gleichung
518718285 =0

von links mit s und von rechts mit sy. Die zweite Gleichung wird analog gezeigt. [
5.1.5 Korollar. Sei A die von s, s» erzeugte Q(1)-*-Unteralgebra von A. Es gilt
1. Sei sys, # 0. Dann gilt
a) Falls |p| = |v|, dann p = v und s};s, = 1.
b) Falls || < |v|, so gibt es ein v/ € {1,2}=I0l mit v = ' und 558y = Syl
¢) Falls [v]| < |p|, so gibt es ein i/ € {1,2}M=l mit = vy und Sj8y = S

2. Jedes x € jf ist von der Form

k
x = Z)\isms; i € Q0), i, vy € {1,2}. (5.1.1)
i=1
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5.1 Isometrien

Beweis. Der erste Teil folgt leicht durch Induktion nach der Lange von p und 7 aus
Lemma 5.1.4.

Der zweite Teil folgt dann aus 1. und daraus, dass jedes Element von A in der Form
(4.1.2) geschrieben werden kann. O

5.1.6 Beispiel. Sei H ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (&;);en. Die
Operatoren S7 und S, erklirt durch

S H—H
§i— &2im1
und
Sy H—H
& — &

sind Isometrien mit orthogonalen Bildern.
Zusétzlich ist die orthogonale Summe der Bildrdume von S; und S5 schon ganz H,
d.h. es gilt
SlSi‘ + 5255 =1. (5.1.2)

Wir bezeichnen die von S7 und Ss erzeugte C*-Algebra mit Os.

5.1.7 Bemerkung. Die Algebra Oy hat viele interessante Eigenschaften und spielt
eine wichtige Rolle in der Theorie der C*-Algebren. Insbesondere gilt, dass O, einfach
und rein unendlich ist, und dass jede von Isometrien s1, so erzeugte C*-Algebra mit

5187 + 8285 =1
bereits isomorph zu O ist. Somit lasst sich Oy also auch als die von den Relationen
sis1=1 s589 =1 5187 + 8285 =1

erzeugte unitale universelle C*-Algebra definieren. (Dies ist die iibliche Definition.)
Siehe [Cun] oder [Dav], Kapitel V.

5.1.8 Bemerkung. Fir A = O, existiert eine zuléssige Abzidhlung der von Sy, 5o
erzeugten Q(7)-+-Algebra A.

Beweis. Aufgrund von Bemerkung 4.1.4 reicht es zu entscheiden, wann ein A € A der
Form (5.1.1) gleich 0 ist. (Wir durchlaufen also nur Elemente der spezielleren Form
(5.1.1) statt der Form (4.1.2), was jedoch sicherlich kein Problem darstellt.)

Nun folgt aus (5.1.2) leicht durch Induktion nach k, dass auch

> susp=1. (5.1.3)

pe{1,2}*

41



5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

Sei n die maximale Lange der Worte der v; die in der Darstellung von a auftreten.
Dann koénnen wir durch Einfiigen von Summen der Form (5.1.3) eine Darstellung fiir
a erhalten, in der alle v; die Lange n haben:

k k

* * *

a= E AiSp; Sy, = E >\i5u¢< E 5n5n>5u¢'
1=1 1=1

ne{1,2y7 il

Die neue Darstellung ergibt sich offensichtlich in berechenbarer Weise aus der alten
Darstellung.

Es gelte also ohne Einschrankung |v;| = n fir alle 4, und weiter kénnen wir durch
Zusammenfassen annehmen, dass fiir i # j gilt, dass v; = v; = p; # pj. Wir behaup-
ten, dass dann a = 0 in O genau dann gilt, wenn \; = 0 Vi, womit wir das gesuchte
Entscheidungsverfahren gefunden hatten.

Sei a = 0 in Oy und es gebe ein ¢ mit \; # 0. Sei ¢y so, dass p;, von maxima-
ler Lénge unter allen p; mit A; # 0 ist. Da alle v; die gleiche Lénge haben, ergibt
Rechtsmultiplikation mit Suig nach Korollar 5.1.5

0=asy, = E AiSp;-

Vi:ViO

Hat p;, die Lange 0, so erhalten wir aufgrund der Maximalitdt der Lénge den Wi-
derspruch 0 = as,, = A1 = A, = 0. Also hat j;, mindestens die Lange
1.

Linksmultiplikation mit S;io ergibt weiter

. oX _ LoX
0=s), asy,, = E AiSp,
0

vi=v;

i = ki

*

denn p;, hat maximale Lange, und es ist nur dann s,

stiick von g, ist.
Habe p;, die Form (zixs...2;). Setze y := 1, falls ; = 2, und y := 2, falls x; = 1.
Dann gilt

o S # 0, wenn p; ein Anfangs-

ok Iy,
0= 8, aSv;, 8y = Nig Sy

denn falls 7; ein Endstiick von p;, einer Lange grofier 0 ist (und dies ist genau dann
der Fall, wenn i # i), so gilt s), sé =0.
Also gilt A\;, = 0. Widerspruch! O

Die Existenz einer zuldssigen Abzéhlung und auch z.B. das gerade angegebene
Verfahren, um a = 0 in A zu entscheiden, zeigen, dass wir die Struktur von A recht
gut im Griff haben. Im Kontrast dazu stehen die Ergebnisse des ndchsten Abschnitts.
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5.2 Das Hauptresultat

5.2 Das Hauptresultat

Die interessanten kombinatorischen Eigenschaften der Multiplikation von Worten in
den Erzeugern von C*-Algebren, die von zwei Isometrien mit orthogonalen Bildern
erzeugt werden, und die Mdglichkeit, durch Grenziibergang unendliche Produkte zu
betrachten, lassen es vorstellbar erscheinen, dass sich in solchen Algebren die Rech-
nung einer Registermaschine simulieren ldsst, wobei Multiplikation mit einem gewissen
Element der Algebra als ein Rechenschritt und der Grenziibergang zu einem unendli-
chen Produkt als der Gesamtlauf des Programms zu interpretieren wire. Dann wiirden
in natiirlicher Weise unentscheidbare, durch Multiplikation und Grenzwertbildung de-
finierte Préadikate in der Algebra auftreten.
Dass dies tatséchlich so ist, zeigt der folgende

5.2.1 Satz. Sei A eine von Isometrien s1,so mit orthogonalem Bild erzeugte C*-
Algebra und A die von s1 und so erzeugte Q(i)-+-Unteralgebra, sowie ¢ eine zuldssige
Abzahlung von A. Weiter sei

S = {Asfszsglsg e qusﬂ)\ € Q) z,11,...,1g € INO} )
Dann existieren Elemente a,b € A, sodass gilt:

1. Es gibt berechenbare Folgen (ay), (by) aus .AT, die gegen a bzw. b konvergieren,
mit ||a — ag|| < L Vk und ||b—by|| < L Vk.

2. ar,bx € § Vx € S, und die Abbildungen
M,:S8§ — S, r+— ax

und
My:8 — S, x— bz

sind berechenbar.

3. Die Pradikate

{x €S| lim a"z = 0} cs (5.2.1)
und
{xGS‘HneN:b"x:O}gS (5.2.2)

sind als Teilmengen von S nicht entscheidbar.

Beweis. Im Folgenden werden wir ein Element a von A mit den gewiinschten Eigen-
schaften konstruieren, indem wir die Elemente von S als Konfigurationen einer Regis-
termaschine M interpretieren und a so definieren, dass Linksmultiplikation mit a an
ein Element von S gerade einem Rechenschritt von M entspricht und dabei gilt, dass
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5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

a™z genau dann gegen 0 konvergiert, wenn M, auf die x entsprechende Konfiguration
angesetzt, in eine Endlosschleife gerét.

Nun ist nach Korollar 3.6.2 das diagonalisierte Halteproblem H'! rekursiv aufziahlbar
und also die Funktion

fIN0—>N0
1 ze H!
€T ——
T x¢ H

partiell berechenbar. Wéahlen wir M := <Ré’1,73f) als eine Registermaschine, die f
berechnet, so ist nach Satz 3.5.2 nicht entscheidbar, fiir welchen Input x die Maschine
M in eine Endlosschleife gerit. (Denn dies ist gerade das Komplement von H' und P!
ist unter Komplementen abgeschlossen.) Dann kann aber auch das Préadikat (5.2.1)
als Teilmenge von S nicht entscheidbar sein . ..

Ohne Einschrankung habe Py genau einen Endzustand z.. (Ansonsten ersetze alle
Endzustande in P; durch einen festen Endzustand z..)

Um nun a zu konstruieren, miissen wir 1. Konfigurationen von M Elemente von S
zuordnen, 2. Modifikations- und Testinstruktionen, sowie 3. Anweisungen als Elemente
von A interpretieren und schliellich 4. aus diesen einzelnen Anweisungen a konstruie-
ren. Im Folgenden werden wir dabei regen Gebrauch von Korollar 5.1.5 machen, ohne
allerdings darauf jedes Mal explizit zu verweisen.

1. Wir ibertragen Konfigurationen von M auf Elemente von S vermittels:

¢:K(M)— S

(z,(r1,...,7q)) — sisasi'sg - - S;qSQ

2. Fiir die Instruktionen INC,,, von Ré’l setzen wir

S 1
INC1 = 581,
sowie fiir m = 2,...,q und n € Ny
INCpy = Z (szfsg .. si’”_lsg)sl(sgs’{im’lsg .. 3’53’{“).

i1+---+im—1:n
Dabei entspricht die Linksmultiplikation eines Summanden

(szfsg . si’”_lsg)sl(SZS’fim’lsg . sZs’fil)

an ein Element der Form
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x=Asy'sg- - sqqsﬂ
gerade der Ausfithrung der Instruktion INC,,, falls
2= Asilsy s spn!
also x einem Registerstand 7 von M entspricht mit 71 = i1,...,"m-1 = Gm_1-
Andernfalls ist das Produkt mit diesem Summanden 0. Um alle moglichen Re-
gisterinhalte von M abzudecken, muss noch iiber n summiert werden:

oo

_ 1 ___

INC,, = ) STEaTm 1)m_lﬂ\l(}m,n.
n=0

Die Koeffizienten 2n+1(n11)m—1 sind so gewéhlt, dass die Reihe absolut konver-
giert und jeder Summand eine Norm echt kleiner 1 hat. Denn es gilt

im * _Hklm—1 % * *i1)
7

H(S?SQ 87" sg) s (8587 sy L L s5s]

o
also

HmmnH < ‘{(ila---aim—l) S ]Ngbil { 14+ et :TLH -1

< (n4+1)m L
Analog setzen wir fiir fiir die Instruktionen DEC,,
_— 1 1
DEC; := =57 + =s953,
1 2 1 2 299
und firm=2,...,q,n € Ny
DEC,,p, := Z (31'1132 ... sim_ISQ)s’{(sgsfim’lsz ... sSs’{il)—i—
11+ Flm_1=n
Z (31'1132 . sim_ISQ)SQSZ(SESTim’Isz . s’gsfil)
i1+...+im—_1=n
sowie
- > 1 -
DECm =) 5o Dyt DECmn
n=0

Hier treten jeweils zwei Summanden auf, da die Félle r,,, # 0 (1. Summand)
und 7y, # 0 (2. Summand) zu unterscheiden sind. Das Produkt mit dem jeweils
anderen Summanden ergibt 0.

fGegeniiber den Elementen von S fehlt hier also s%ss!
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5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

Schlieflich definieren wir fiir die Instruktionen EQO,,
N 1, —— 1 X
EQOl = 58282 EQOl = 5(1 — 3232)7
sowie fir m = 2,...,q,n € Ny

EQO,, , = Z (sisq... Similsg)SQS;(stiim_lsz st

i1+...Fim_1=n

e e}

1

EQOm = Z 2n+1(n + 1)m_1EQOm,n7
n=0
EQO:nm = Z (sitsg ... silm_ISQ)(l — 5953)(shstim1gy L shsti),
i1+...+im—1=n
T, =S ! EQU
QO,, =Y S T Ty QO -
n=0

EQQO,,, und EQO:n sind jeweils so gewéhlt, dass Linksmultiplikation an ein z wie
oben dieses z unveréndert lésst, falls r,, = 0, jedoch 0 ergibt, falls r,,, # 0 (fir
EQO,,), bzw. umgekehrt 0 ergibt, falls r,,, = 0, und z unveréndert lasst, falls

Tm # 0 (fur E—Q();n)

3. Die verschiedenen Typen von Anweisungen, die in Py auftreten konnen, iiber-
setzen wir wie folgt:

(2,INCyp, 2f) = 51’ 52INC,, 55577,

(2,DECyp, 2f) = 8, $9DEC 535},

(z,EQO,,, 27, zy) := (SifSQEQOm + STUSQEQO/m> 55817,

4. Schliefilich sei

a:= E P + sies9s5s77.
PeP
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5.2 Das Hauptresultat

Zunéchst zeigen wir, dass a Aussage 1 erfiillt. Dazu setzen wir:

(Z,INCl, Zf)k = (Z,INCl, Zf)

k

T OINC o) 1 TN *kk

(2,INCyyy, 27),. := (57 52) Z > (nt 1)m_1INCm,n(32312) m=2,...,q
i=0

(Z,DECl,Zf)k = (Z,DECl,Zf)
i 1

RS T2 Y z Ry nal *k k

(2,DECp,, 25),, == (57" s2) Z (£ 1) DEC,, ,(s5s7°) m=2,...,q
i=0

(ZaEQol,Zf,Zv)k = (ZaEQOI’Zf’ZU)

k
1 o
(Z, EQQO,,, Zf, Zv)k = <(5if52) Z 2"+1(n n 1)m71 EQOmm—F
0

7=

=0

k
1 -
Zv / * %z o
(s7"s2) E (T 1)m—1EQO mn) s5577 m=2,....,q

Nun ist es aufgrund der Wahl der Koeffizienten in den Summen, die INC,,,, DEC,,,,
EQQO,,, und EQOIm definieren, klar, dass es ein K € N gibt, sodass fiir jede Anweisung
PeP

— 1
P—-P < —
P~ Peorll <

*Ze

ist. Dann folgt fiir ay := 3 pep, Prix + 57528555

la — axll <

| =

Es bleibt zu verifizieren, dass die Folge ¢ ~!(a,) berechenbar ist. Dies ist jedoch klar
aufgrund der Zulissigkeit von ¢ und der Tatsache, dass wir p~!(s1) und ¢~1(s2) in
das Programm zur Berechnung von ¢~ !(a,) hineinkodieren kénnen. (Denn die Form
der endlichen Mehrfachsumme aj, hingt in berechenbarer Weise von k ab.)

Als Néchstes wollen wir priifen, ob unsere Definition von a unser Ziel verwirklicht,
dass Linksmultiplikation von a an ein x € S einem Rechenschritt von M entspricht.
Damit meinen wir, dass das Diagramm

K(M) —2
RSu | | . (5.2.3)
K(M) —2—

kommutiert.

47



5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

Sei dazu (2, 7) eine beliebige Konfiguration von M und setze
ri=¢(z,7)= s7sa87 s - - squQ.
Nun ist z entweder der Endzustand z, von M, oder nicht:

1. z = z. Sei P € P; beliebig. Dann hat P die Form P = Qs}s}* mit 2’ # 2. Also

gilt
— ’ r
Px = Q(s5877 )(s7s2)s] s2 -+ 5,782 = 0.
Daher:
ar = g P+ siesgsssi™ | (si¢s2)s] sa - 51752
PeP;

z *Z, Z T T
=0+ s7°52(55577°)(s1°52)s7 52+ - - 51752
T
= 575951 -+ 51750 = .

Da weiter (z¢, 7) eine Endkonfiguration von M ist, gilt nach Definition von
RSn1, dass RSy (ze, 7) = (2e, 7). Somit kommutiert Diagramm 5.2.3.

2. z # z.. Da z kein Endzustand ist, existiert genau ein P € Py mit z als Aus-
gangszustand. Wie in 1. folgt fiir jedes andere P’ € Py

Plx=0,
sowie
V4 * k2,
51°898981 ‘x = 0,
also
ar = Px.

Die Anweisung P kann drei verschiedene Typen von Instruktionen beinhalten:
INC,,, DEC,,,, EQO,,,. Wir unterscheiden diese drei Fille:

a) P = (z,INC,,, z¢). Nach Definition von P und INGC,,,, sowie wieder Korollar
5.1.5, haben wir fir m =1
Pr = (sffSQINClsgsfz) (sfszs?sg . --s’f‘sQ)
= SifSQIN01S§182 e s;qSQ

12
= §Slf 828g1+18

1
= §¢(Zf? (Tl + 1,T2a s a’rq))

Tq
2...8182
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5.2 Das Hauptresultat

und firm=2,...,q

_ T
Pz = (SlfSQINCmS;STZ) (sf@s?sz . S;qSQ)

— & 1 Tq
= 57" 52INC,p, 57" 52 - - 51752

o0
= SszQ !
1 z 0: 2n+1(n + 1)m—1
n=
i1 Tm—1 * klm—1 ok * *01
E [(81 Sp...81" 's2)s1(s587" sy ... 8587 ") -

i1+...+im—1=n

(55152 S s)simsn (s s053)].

In dieser Doppelsumme ist erneut nach Korollar 5.1.5 jeder Summand 0,

aufler firn=r14+ - +rm_qrund i1 =7r1,...,0m-1 = Tm_1:
— r1 Tm—1 T Tm41 r
= sy sa(syt s+ 57" "sa)s181msa(sy" T - 517 82)
4 Tm— T T
= sy 5987 sy - 5" egsm g L 5Ty

=ud (2, (r1y o s Tm—1,"m + L, "y, ..., 7g))

. . 1 oy .
mit p = STF T (o )T Nach Definition von RSy ist aber

RSM (2, (11,...,7¢)) = (2,715 o, "1, T + 1, g1, .2, Tg).
Wir haben also hier
M¢ (RS (Z, ?)) =a¢p (Z’ ?) )

d.h. Diagramm 5.2.3 kommutiert bis auf den Faktor . AuBerdem ist

1
Contetretl(py o 4 1Ml

1

0 <=,

< <3
b) P = (2,DEC,,, zy). Die Rechnung verlduft analog zu a). Dabei miissen die
Fille r,, # 0 und r,,, = 0 unterschieden werden, denen die zwei Summanden
in der Definition von DEC,, ,, entsprechen. Statt dies noch einmal durch-
zurechnen, wollen wir lieber noch den Verzweigungsfall ndher betrachten:

c) P=(z,EQO,,,z2f, 2,). Wie in a) erhalten wir

Pr = <sif32EQOm + sf“szEQO'm> silsg 51789
Tm

= sy 52)(s7 82 8}

(57 s2) (7 s+ 7™ s2) (1 — s285)(s]™s2 - - 517 52)

“lsg)(s285) (s s - - squQ)—i-
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5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

mit p < % Ist nun 7, = 0, so wird der zweite Summand 0 und der erste
liefert das gewiinschte Ergebnis

D) _ z 71 T
Px = ps;’ sas]tsg -+ - 51789,

denn M geht in diesem Fall in den Folgezustand zy iiber. Oder aber es ist
rm 7 0, dann verschwindet der erste Summand und wir erhalten

ED) T
Pr = pusi’sasy sa - - 5,752,

in Ubereinstimmung damit, dass M in den Verzweigungszustand z, iiber-
geht. Auch hier haben wir also

,U'¢ (RS (Zv ?)) = a¢ (Zv 7) )

sowie
O<p<

N |

Insgesamt haben wir also gezeigt:

Feststellung. Das Diagramm 5.2.3 kommutiert bis auf einen Skalar p. D.h. fiir alle
Konfigurationen (z, 7) von M gibt es ein u € @, sodass

pup (RSwm (2, 7)) = ad (2, 7). (5.2.4)
Ist dabei z der Endzustand z. von M, so gilt
w=1, (5.2.5)

ist jedoch z # z., dann gilt

1
0<p<y. (5.2.6)

Auflerdem hat p die Form p = % mit v € N und v héngt in berechenbarer Weise von
Tl,...,Tq ab.

Damit ist insbesondere gezeigt, dass ax € S Vz € S, denn § = Q(7) - im ¢. Sei nun
# € Ng mit ¢(2) € S beliebig. Dann kénnen wir ¢! (M, (p(2))) = ¢ 1 (ap(2)) wie
folgt berechnen:

1. Finde x1, 22,91, ¥%2,5,2,71,...,7¢ € Ng mit
o -1 sT1 + ix9 z r1 rq )
= —1)"——=575981'59--- 5,759 | .
<( ) y1 iy ! !
Dies ist moglich, da aufgrund der Zuldssigkeit von ¢ die rechte Seite der Glei-
chung eine berechenbare Funktion in x1,%2,y1,¥2,5,2,71,...,7¢ ist, und wir
daher lediglich diesen Ausdruck systematisch fiir alle z1, x2,y1,92,5,2,71,...,7q¢

berechnen miissen, bis wir das Ergebnis & erhalten.
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5.2 Das Hauptresultat

2. Bestimme
(z',ri, . ,T;) = RSm (2, (r1,...,7q)) -

Dies lasst sich berechnen, da sich die Rechnung einer Registermaschine simulie-
ren lasst (universelle Registermaschine). Berechne die Konstante v aus obiger
Feststellung zu der Konfiguration (z, 7).

3. Berechne

z 1 Tq
y+1y -;-81828182"-8152
1 2

o (Ma(0(@)) = ¢! ((—nsw L / )

was wiederum aufgrund der Zuléssigkeit von ¢ moglich ist.

Damit ist Aussage 2 des Satzes fiir M, gezeigt.

Um Aussage 3 einzusehen, sei eine beliebige Ausgangskonfiguration (0, 7) von M
gegeben. Wir unterscheiden, ob M angesetzt auf (0, 7°) in eine Endlosschleife gerit
oder nicht:

1. M gerdt in eine Endlosschleife. Dies ist dquivalent dazu, dass M nie den End-
zustand z, annimmt. Mit (5.2.4) folgt durch Iteration

a"$(0,7) = 1+ kg (RS (0,77)),

und wegen (5.2.6)

- 1
la™¢ (0, 7))l < 5 - L.

Also
lim a"¢ (0, 7) = 0.

n—oo

2. M gelangt nach N Rechenschritten in den FEndzustand z.. Fir die ersten N
Rechenschritte gilt wie oben

a0, 7) =y puve (RSV (0, 7)) .

Da sich nun aber M im Endzustand befindet, verringert sich wegen (5.2.5) die
Norm nicht weiter:

a™ TG (0,7) = pr - ung (RSVT™ (0, 7))

also [[a™™¢ (0, 7)|| = p1- - pin - 1 >0, d. h.

a"$ (0, 7) konvergiert nicht gegen 0.
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5 Von zwei Isometrien erzeugte C*-Algebren

Damit ist das Halteproblem fiir M auf die Entscheidbarkeit von Prédikat (5.2.1)
reduziert:

lim a"¢ (0, (z,0,...,0)) =0 < RESp(z) =1 <= z <€ (No\ H!). (5.2.7)

n—oo

Da aber nach Voraussetzung ¢ zuléssig und somit

z+— o 1 (¢(0,(,0,...,0)))

berechenbar ist, wiirde ein Entscheidungsverfahren fiir (5.2.1) nach Bemerkung 3.7.3
auch ein Entscheidungsverfahren fiir (Ng \ H') liefern, im Widerspruch zur Unent-
scheidbarkeit von H!.

Um schliellich die Aussagen 1 bis 3 fiir b zu zeigen, setze

b:= ZF,

PeP;

und zeige alles analog. Dabei stellt sich heraus, dass b (z, 7) = 0, gdw. z der End-
zustand z. ist, und daher weiter

In:b"¢ (0, (x,0,...,0)) =0 <= RESy(z) # 1 <= z € H" (5.2.8)
O

5.2.2 Bemerkung. Man macht sich recht leicht klar, dass die im Beweis des Satzes
definierte Menge S beztiglich ¢ entscheidbar ist. (Sowohl S als auch das Komplement
von S sind rekursiv aufzdhlbar.)

5.2.3 Bemerkung. Der Beweis von Satz 5.2.1 zeigt, dass Oy und andere von Iso-
metrien mit orthogonalen Bildprojektionen erzeugten C*-Algebren in gewisser Weise
,Turing-vollstindig“! sind: Wenn wir die Konstruktion im Beweis fiir eine beliebige
Registermaschine M durchfiihren, erhalten wir RESp (@) in Form von

RESM(7) = lim a"¢(0, (z1,...,2m,0,...,0)).

n—oo
Zusétzlich ist der Limes 0, falls M in eine Endlosschleife geraten sollte.

5.2.4 Bemerkung. Spéter werden wir diesen Satz auf jede C*-Algebra A mit dichter
Unteralgebra A, sodass A eine echte Isometrie enthélt, verallgemeinern kénnen!

fMan nennt ein Berechenbarkeits-Modell Turing-vollstéandig, falls es alle Funktionen berechnet,
die eine Registermaschine berechnet.
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6 Andere Algebren

Es ist naheliegend zu untersuchen, ob die beobachteten Phénomene auch bei anderen
C*-Algebren auftreten und inwiefern sie mit der Komplexitit der Algebren zusam-
menhéngen. So wiirde man sich wiinschen, dass die betrachteten Pradikate weder bei
endlichdimensionalen noch bei kommutativen C*-Algebren unentscheidbar werden.
Auch wére es wiinschenswert, dass es hinreichend einfache nichtkommutative unend-
lichdimensionale C*-Algebren gibt, in denen keine solchen Beobachtungen zu machen
sind.

6.1 Endlichdimensionale C'*-Algebren

Endlichdimensionale C*-Algebren haben eine einfache Struktur:

6.1.1 Satz. Ist A eine endlichdimensionale C*-Algebra mit dim A > 0, so ist A
schon endliche direkte Summe von vollen Matrixalgebren, d.h. es gibt ein k € N und
di,...,dr € N mit

A=My(C)®--- @& My, (C),

wobei My(C) die Algebra der komplezwertigen d x d-Matrizen bezeichnet.
Beweis. Siehe [Mur|, Theorem 6.3.8 . O

Zerlegen wir nun A auf diese Weise, so gilt fiir Elemente A, X € A
AX =A@ @A) (X1 @ & Xp) = AJX1 & & Ap X

Da die direkte Summe von C*-Algebren die Produkt-Topologie der einzelnen Faktoren
tragt, konnen wir sowohl die Frage nach Nilpotenz wie auch die Frage nach Nullkon-
vergenz entscheiden, indem wir diese fiir jeden Summanden einzeln entscheiden. Daher
werden wir uns im Folgenden auf die Untersuchung von vollen Matrixalgebren M;(C)
beschranken.

Sei also A := My;(C) und als dichte Unteralgebra A= My(Q(i)) gewéahlt.

Da A endlich erzeugt ist, sind nach Satz 4.1.3 alle zuldssigen Abzéhlungen von A
dquivalent. Daher lassen sich aus dem Kode einer Matrix A aus A die Koeffizienten
von A berechnen, da es sicherlich eine zulassige Abzahlung gibt, bei der dies moglich
ist.

Es ist sofort klar, dass fiir die von uns untersuchten Préidikate Entscheidungsver-
fahren existieren. Genauer:
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6 Andere Algebren

6.1.2 Satz. Fir A € My(C) sind die Pradikate

{X € My(Q(i)) | Tim A"X = 0} (6.1.1)
und
{X e My(Q(i)) ( In: AMX = o} (6.1.2)

fir jede zuldssige Abzihlung von My(Q(i)) entscheidbar.

Beweis. Beide Pradikate sind Q(i)-Untervektorraume von My(Q(7)). Da My(Q(7))
endlichdimensional ist, gilt dies auch fiir die Pradikate. Man wéhle eine beliebige Ba-
sis fir (6.1.1) bzw. (6.1.2). Ein Entscheidungsverfahren fiir die Pradikate (6.1.1) bzw.
(6.1.2) besteht dann darin, zu priifen, ob der vorgegebene Vektor X linear unabhéngig
von diesen Basisvektoren ist. Aus der linearen Algebra sind hierfiir einfache Entschei-
dungsverfahren bekannt. Die endlich vielen Basisvektoren von (6.1.1) bzw. (6.1.2)
koénnen in das Programm hineinkodiert werden. O

Unbefriedigend an diesem Ergebnis ist, dass es nicht konstruktiv ist, da keine Aus-
sage gemacht wird, wie eine Basis des gegebenen Pradikats zu finden ist. — Wir wollen
daher im Folgenden untersuchen, ob auch die Pradikate

{(4,X) € Ma(Qi)) x Ma(@0)) | lim A"X =0} (6.1.3)
und
{(A,X) e My(Q(i)) x My(Q(i)) ( In: ANX = o} (6.1.4)

entscheidbar sind.
6.1.3 Satz. Fir A, X € My(C) gilt:
In:A"X =0 <— AX=0.

Beweis. Es ist genau dann A"X = 0, wenn im X C ker A™. Damit folgt die Aussage
sofort durch Untersuchung des verallgemeinerten Eigenraums von A zum Eigenwert
0. Wir fiihren dies zur Erinnerung noch naher aus:

Bezeichnen K; die Kerne von A, so gilt zunichst offensichtlich

K; C Kiy1.
Gilt nun fiir ein k, dass K = K11, so wiirde folgen dass
x € Kpym < ARHL M=y — pgRtmg —

o AP Ay = ARl — denn K11 = K

o Ay =0
S e K.
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6.1 Endlichdimensionale C*-Algebren

D.h. aber, dass die Folge der K; streng aufsteigend ist, bis sie schliefSlich konstant
wird. Da die K; aber Unterrdume von C™ sind, folgt, dass ihre Dimension streng
monoton wéchst, bis sie konstant wird. Also, da diese Dimension durch d beschrankt
ist, folgt K411 = Kgim Vm. Da aber weiter, falls K1 = 0 ist, A und damit auch jedes
A' invertierbar ist, muss, schon dim A; > 1 sein, falls die Folge der K; nicht konstant
0 ist. Also gilt sogar

Ki=Kgim Vm € N.

Somit:
In:A"X =0 dInVzeimX : v € K,
SVreimX :x € Ky
s AX =0.

O

Damit ist also, um die Frage nach Nilpotenz zu kliren, nur A%X zu berechnen, was
unter jeder zulassigen Abzéhlung von A moglich ist.
Um (6.1.3) zu entscheiden, miissen wir erheblich mehr Aufwand betreiben:

6.1.4 Bemerkung. Fir A, X € My(C) gilt

lim A"X =0 <= lim A"(Xe;)=0 firi=1,...,d,

n—oo n—oo
wobei e; den i-ten kanonischen Basisvektor des €% bezeichnet.

Beweis. Fiir Operatoren auf endlichdimensionalen Hilbertraumen stimmen die Norm-
topologie und die starke Operator-Topologie' iiberein. ]

6.1.5 Satz. Sei A € My(C). Bezeichnen wir den verallgemeinerten Eigenraum zu
A € sp(A) von A mit Vy (d.h. Vy =ker(A — \)?), so gilt fiir alle X € A

lim A"X =0 <= imXC @ 1%¥

n—o00
A€sp(A),
A<l

Beweis. Bekanntlich gilt

cl= & v (6.1.5)

AEsp A

Im Folgenden zerlegen wir die V), weiter in die zu den Jordanké&stchen einer Jordan-
schen Normalform von A gehorigen Teilrdume von V), d. h. wir haben eine Zerlegung

W=W1® @&V, (6.1.6)

fTopologie der punktweisen Konvergenz
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6 Andere Algebren

mit Basisvektoren v(y;1),...,V(\1dy,) von Vi, beziglich denen die Einschrénkung
von V' auf V) ; die Form

A (6.1.7)

hat. Auflerdem sei Py, , diejenige Projektion mit

im Py, , =Vy; und ker Py, = @ V-
WA
Es gilt
PV)\JA = APV)\J‘
(Zur Jordanschen Normalform siehe ein beliebiges Lehrbuch zur linearen Algebra,
z.B. [Lorl].) Da auf endlichdimensionalen Vektorraumen alle Normen dquivalent sind

([Wer], Satz 1.2.5), kénnen wir im Folgenden als Norm die Summennorm beziiglich
der gewahlten Basis betrachten, d.h.

Z a1V Lil| = Z lax,i -

M M
Sei nun zunéchst
mX¢ P Vi
A€sp(A),
IA[<1

Dann gibt es ein ¢ mit Xe; ¢ @ respa, V. Also muss es A, [ mit |A\| > 1 geben mit

[Al<1
PVAJXBZ‘ 75 0.
Wegen
A" Xe|| > || Py, , A" Xei|| = || A" Py, Xei|

reicht es daher zu zeigen, dass A" Py, ,Xe; nicht gegen 0 konvergiert, um zu sehen,
dass A™ Xe; nicht gegen 0 konvergiert.
Sei nun

Py, , Xei = amvaim) + am1Vimr1) T+ Qdy V(A dy ) Wit am # 0,
so gilt wegen der Form des Jordankéstchens (6.1.7)

n n / !/ /
APy, [ Xei = amA 0\ 1,m) + GV Lmt1) 0+ g, V(andy,) @ € C.
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6.1 Endlichdimensionale C*-Algebren

Also
HA"PVMXei H > am A",

und, da a,, # 0 und |\| > 1, konvergiert A" Xe; nicht gegen 0.
Umgekehrt sei nun
imX C @ 1%¥

A€sp A,
IAI<1

Aufgrund der Zerlegungen (6.1.5) und (6.1.6) reicht es wegen Bemerkung 6.1.4, fiir
alle A\, mit [A] < 1 zu zeigen, dass A" Py ;Xe; fiir alle ¢ gegen 0 konvergiert, um zu
sehen, dass A" X gegen 0 konvergiert.

Habe A" Py, , Xe; die Darstellung

APy,  Xe; = agn)v(x,m) +o ag?lv(k,l,dx,z)’
dann haben wir zu zeigen:

lim a{” =0 j=1,....d\. (6.1.8)

n—oo

Da A auf V); die Form (6.1.7) hat, sind folgende Rekursionsgleichungen gegeben.

oV =xal”  und GV =al 4 adY =14y -1 (6.1.9)

Wir zeigen (6.1.8) durch vollstdndige Induktion nach j.
Induktionsanfang j = 1. Aus (6.1.9) erhalten wir sofort agn) = )\”ago)
|A| < 1 die Behauptung,.
Induktionsschritt. Es gelte (6.1.8) fir j. Sei ¢ > 0. Nach Induktionsvoraussetzung

finden wir ein IV, so grof3, dass

und wegen

n 1-
‘a§ ) <e 2‘)\‘ fiirn > N
Fiir n > N erhalten wir nun, falls agﬁ_)l‘ > e,
n+1) n
§+1 ‘ < ‘ )| 4 \)\\‘ ajiy nach (6.1.9)
‘“(‘n (n)
(n) + ‘)\‘ a’j+1
]+1
\ (”
< + Al ayjr)l Vor. fiir ag.rjr)l
1
< + ‘)\’ ‘ a; iy Wahl von N
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6 Andere Algebren

Ist also agi\q‘ > ¢, so gibt es ein N/ mit ‘ayill)‘ < g, denn in der obigen Ungleichung
ist 1+T|M < 1. (Andernfalls setze N’ := N) Fiir jedes n > N mit ‘ay_?l‘ < ¢ gilt
auflerdem
‘ y_ﬁl)‘ < ‘a§.n) + |A| ‘ayi)l nach (6.1.9)
< (ag.") ]
1—|A

< 2| |€+\)\\5 Wahl von N

1+ we -

= — ,
also ist auch ‘%‘4-1 ‘ < ¢ fiir jedes m.

Damit ist gezeigt, dass fiir alle n > N’ gilt:
)
‘aﬁl <e.

Also konvergiert al™ gegen 0. U

j+1

Um das Préadikat (6.1.3) zu entscheiden, miissen wir also feststellen, ob Xe; fiir alle
1 nur in verallgemeinerten Eigenrdumen von A mit Eigenwerten vom Betrag kleiner 1
Anteile hat. Dies ist jedoch zunéchst ein problematisches Unterfangen, da wir sowohl
die Eigenwerte als auch die Eigenrdume von A im Allgemeinen nur néherungsweise
bestimmen kénnen', und das Konvergenzverhalten von A”X bei Eigenwertbetrigen
von exakt 1 umspringt.

Wir werden zunéchst feststellen, dass wir auf die Bestimmung der Eigenrdume
verzichten kénnen:

6.1.6 Korollar. Sei v € C?. Setze
vo =0, vy = Av, ..., vg_q = A

und sei
V = span (vg,...,v4-1) -

Dann schrankt sich A auf einen Endomorphismus von V ein, und es gilt:

lim A"v=0 <= VAesp(Aly): [N\ <1

n—oo

Die Eigenwerte von A zu bestimmen ist dquivalent dazu, die komplexen Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms von A zu bestimmen, was bekanntlich ab dem finften Grad algebraisch nicht
mehr moglich ist.
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6.1 Endlichdimensionale C*-Algebren

Beweis. Es ist offensichtlich, dass sich A zu einem Endomorphismus von V ein-
schriankt. Weiter gilt lim, o, A"v = 0, gdw. lim, . (Aly)"v = 0. Wenn wir V),
wie oben fiir A[y, definieren, erhalten wir nach dem Gezeigten:

lim (Aly)"v=0<=v € EB Vy.
n—oo
Aesp(Aly),
A<t

Gilt nun YA € sp(Aly) : |A] < 1, so ist offensichtlich diese Bedingung erfiillt und
(Aly)"v konvergiert gegen 0.

Gibt es umgekehrt ein A € sp(A[y,) mit |A\| > 1, so muss also, soll A[{,v gegen 0
gehen,

Pyv=0
gelten. Da wie oben Py, mit A[y, vertauscht, folgt:
PVAvj:PVA(A[V)jv:(A[V)jPVszo j=0,....,n—1.

Damit aber
Vi = Py, (V) = Py, (span (vg, ..., vp-1)) = 0.

Widerspruch! O

Wir haben somit folgendes Entscheidungsverfahren fir das Pradikat (6.1.3):
Fiithre die folgenden Schritte fiir ¢ = 1,...,d durch.

1. Berechne Xe;, AXe;,..., A% 1 Xe;.

2. Berechne maximales k, sodass Xe;, AXe;, ..., A" Xe; linear unabhéngig sind
3. Berechne die Koordinaten-Matrix von A bzgl. dieser Basis.

4. Berechne das charakteristische Polynom der Matrix.

5. Entscheide, ob dieses Polynom eine Nullstelle vom Betrag grofier gleich 1 hat.

A™X konvergiert genau dann gegen 0, wenn fiir alle i keine Nullstelle vom Betrag
grofler gleich 1 gefunden wurde.

Es verbleibt also zu klaren, wie von einem gegebenen Polynom zu entscheiden ist,
ob es Nullstellen vom Betrag grofler gleich 1 besitzt. Dazu zeigen wir folgendes

6.1.7 Lemma. Es existiert ein Verfahren, das fir jedes Polynom P(X) € Q(i)[X]
entscheidet, ob P(X) in C eine Nullstelle z mit |z| > 1 besitzt.
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6 Andere Algebren

Beweis. Es ist nicht {iberraschend, dass eine Vielzahl numerischer Verfahren zur Be-
stimmung von Nullstellen von Polynomen existieren. Darunter existieren solche Ver-
fahren, die alle Nullstellen von P mit gegebener Genauigkeit bestimmen. Wir sind
jedoch mit dem Problem konfrontiert, dass der Fall eintreten kann, dass zu jeder
beliebigen Genauigkeit Naherungen fiir Nullstellen betraglich so nahe an 1 liegen,
dass aufgrund des Néherungsfehlers nicht zu entscheiden ist, ob die Nullstelle Betrag
kleiner 1 hat oder nicht.

Wiissten wir jedoch, dass P keine Nullstellen mit Betrag 1 hat, so kénnen wir das
Problem entscheiden, indem wir das Naherungsverfahren so lange mit gegen 0 kon-
vergierendem Néherungsfehler durchfithren, bis fiir alle Nullstellen von P entschieden
ist, ob sie Betrag kleiner 1 haben oder nicht.f

Nun ist z = x + iy genau dann eine Nullstelle von P mit Betrag 1, wenn folgendes
Gleichungssystem erfiillt ist:

P(x +iy)P(x —iy) =0
Pt =1

wobei wir die Gleichung P(z) = 0 durch |P(z)|? = 0 ersetzt haben. Substituieren wir
fiir y? in der ersten Gleichung die zweite Gleichung, erhalten wir dquivalent:

Q(z) +yR(z) =0
2+ y2 =1

mit Polynomen @, R € Q[X]. Man tiberzeugt sich sofort, dass dieses System eine
Loésung hat, gdw. das in der ersten Gleichung quadrierte System

VR (2) = Q*(x)
x? + y2 =1

eine Losung besitzt. Substituieren wir schliellich noch einmal die zweite Gleichung
fir y, so erhalten wir:

(1-2*)R*(z) = Q*(v)
2+ y2 =1

Dieses System hat genau dann eine Lésung, wenn

S(z) = (1- xQ)RQ(x) — QQ(w) € Q[X]

fSeien z1,..., z, die Nullstellen von P, von denen keine Betrag 1 habe. Dann gibt es ein & > 0,
sodass fiir jedes i entweder Ba.(z;) C B1(0) oder By(.,y C B1(0) . Werden die Nullstellen nun durch

——cC

Z1,...,%Zr mit Fehler kleiner ¢ approximiert, dann gilt auch B<(Z;) C B1(0) oder B:(Z;) C B1(0) .
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6.1 Endlichdimensionale C*-Algebren

eine reelle Nullstelle vom Betrag kleiner gleich 1 hat.

Nun existieren Algorithmen, die die Anzahl reeller Nullstellen eines Polynoms mit
rationalen Koeffizienten exakt bestimmen und ihre Position in beliebiger Néherung
ermitteln. Siehe [CL] fiir einen Uberblick.

Also kénnen wir wie folgt vorgehen:

1. Priife durch Einsetzen, ob S(z) die Nullstellen —1 oder 1 hat. Wenn ja, besitzt
P(z) eine komplexe Nullstelle vom Betrag kleiner gleich 1.

2. Wenn nein, bestimme die Anzahl der reellen Nullstellen von S(z).

3. Néhere diese Nullstellen immer genauer an, bis entschieden werden kann, ob ihr
Betrag kleiner oder grofler 1 ist.

4. Falls es eine Nullstelle vom Betrag kleiner gleich 1 gibt, hat P(z) eine komplexe
Nullstelle vom Betrag kleiner gleich 1, sonst nicht.

Damit haben wir das gesuchte Verfahren gefunden. U

Insgesamt ist damit gezeigt:

6.1.8 Korollar. Die Pradikate

{(4,X) € Ma(Q0)) x Mu(RQ())

lim A"X — 0}

und
{(4,X) € My(@0)) x Ma(Q(0)) | 3n: 47X =0}
sind fir jede zuldssige Abzdhlung von My(Q(7)) entscheidbar.

Dieses Ergebnis ist insofern schwécher als Satz 6.1.2, als dass wir als Wahlen fir A
nur Elemente von My(Q(i)), also A, zulassen, es in Satz 5.2.1 jedoch gerade wesentlich
war, dass A aus der erzeugten C*-Algebra gewéahlt wurde. Wir kénnen Korollar 6.1.8
jedoch leicht verallgemeinern:

6.1.9 Korollar. Sei/\ﬁ = Mg(Q(i)) mit einer zuldssigen Abzdhlung ¢, S eine belie-
bige Teilmenge von A, sowie R eine beliebige, durch ein (nicht notwendig zuldssiges)
1 : Ng — R abgezdihite Teilmenge von A = My(C), sodass

AX e S VAe R VX eS

und die Abbildung
M:RxS8—S, (A, X)— AX
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6 Andere Algebren

berechenbar ist.t Dann sind die Pridikate

{(A,X) ERXS | lim A"X = 0} (6.1.10)
und
{(A,X) ERXS ( Hn:A"X:O} (6.1.11)

als Teilmengen von R x S entscheidbar.t

Beweis. Die Entscheidbarkeit von (6.1.11) folgt auch hier sofort aus Satz 6.1.3, da
AFX fiir jedes k berechnet werden kann. Zur Berechenbarkeit von (6.1.10) brau-
chen wir nur zu bemerken, dass das oben angegebene Entscheidungsverfahren fiir
das Pradikat (6.1.3) auch bereits (6.1.10) entscheidet, denn die Koordinatenmatrix
der Einschrinkung von A auf den von Xe;, AXe;, ..., A% 1 Xe; aufgespannten Q(4)-
Vektorraum hat auch hier nur Koeffizienten in Q(4), die sich aus den A*X berechnen
lassen. O

6.2 Kommutative C*-Algebren

Nach dem Satz von GELFAND-NAIMARK (Satz 2.5.3) ist jede kommutative C*-Algebra
A isomorph zu den im Unendlichen verschwindenden Funktionen auf ihrem Spektrum:

A = Cy (spec(A)) .
Nehmen wir an, dass A schon diese Form hat, und zeigen:
6.2.1 Satz. Sei A = Co(X) mit X lokalkompakt, sowie f,g € A. Dann gilt
In: ffg=0<= fg=0 (6.2.1)
und
lim 9= 0= {ee X | |f(@) =1} C{re X [g@)=0}.  (6:22)
Beweis. Die Aquivalenz (6.2.1) gilt offensichtlich, weil

ffg=0&Vee X [f(z)|"|g(x) =0
Ve e X :[f(z)||g(z)] =0
< fg=0.

D, h. o 1 (¢(x)e(y)) ist berechenbar.
iD.h. die Urbilder dieser Mengen unter 1 X ¢ sind als Teilmengen von (¢ x @) }(R x S) ent-
scheidbar.
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6.2 Kommutative C*-Algebren

Um (6.2.2) einzusehen, nehmen wir zunédchst an, dass es ein x € X gibt mit
|f(x)] > 1 und g(z) # 0. Dann gilt |f(x)"g(x)| > |g(z)| > 0 und somit auch

119l = [f"(@)g(z)| > |g(x)] > 0,

also konvergiert f"¢g nicht gegen 0.
Gelte umgekehrt, dass {x € X | |f(z)| > 1} C {x € X | g(z) =0} und sei £ > 0.
Setze
-1
A= gl ([e,00)) -

Da f € Co(X) und A abgeschlossen ist, nimmt f|, auf A ein Betrags-Maximum,
welches nach Definition von A und der Voraussetzung kleiner als 1 sein muss. Also

lim [[(fT4)" (9T )]l < Tm [[(FTA)II15 (gTa) [l = O-

n—oo

Fir z € X \ A gilt entweder g(z) = 0, also f™(x)g(z) = 0 oder aber |f(x)| < 1 und
somit |f™(z)g(x)| < e, d.h.

H(ffX\A)n(ng\A)Hoo Se
Also gilt schliefllich || f"g|| ., <. O

6.2.2 Korollar. Sei A eine kommutative C*-Algebra sowie A eine beliebige abzdihlbare
Unteralgebra mit einer zuldssigen Abzdhlung. Dann ist das Prddikat

{(A,X) cAx A EIn:A”X:()}
entscheidbar.

Oder allgemeiner:

6.2.3 Korollar. Sei A eine kommutative C*-Algebra, R,S Teilmengen mit (nicht
notwendig zuldssigen) Abzdihlungen, so dass

AX eS8 VAe R, VX eS8

und die Abbildung
M, :RxS—3S, (X,4)r— XA

berechenbar ist. Dann ist das Pradikat
{(A,X) ERXS an;A”X:o}

als Teilmenge von R x S entscheidbar.
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6 Andere Algebren

Leider ist unklar, wie wir aus Satz (6.2.1) ein dhnlich allgemeines Resultat fiir den
Fall der Konvergenz gegen 0O erhalten sollen. Zwar gibt der Satz eine befriedigende
Charakterisierung der Nullkonvergenz, doch ist nicht klar, wie die gefundene Bedin-
gung fiir eine beliebig gegebene kommutative Algebra .4 mit dichter Unteralgebra A
durch einen Algorithmus zu priifen sein soll.t

Wir werden feststellen, dass dies auch schon fiir einfache Félle wie A = C([0, 1]) mit
gewissen Aufwand verbunden ist.

6.2.4 Satz. Betrachte A =C([0,1]) und die dichte Unteralgebra
A= {p € A | p ist Polynomfunktion mit Koeffizienten aus Q(i)}

mit einer zuldssigen Abzihlung. Dann ist das Prdadikat
{(f,g) EAxA| lim fg= O}
n—oo
entscheidbar.

Beweis. Zunéchst sei bemerkt, dass wir auch hier stets aus dem Kode eines Polynoms
p < A die Koeffizienten von p bestimmen koénnen, da A endlich erzeugt ist, und es
sicher eine zuléssige Abzdhlung von A gibt, beziiglich der dies moglich ist (Satz 4.1.3).

Wir geben ein geeignetes Entscheidungsverfahren an, das aus folgenden Schritten
besteht:

1. Gegeben seien f,g € A. Wenn f=0o0der g =0, so gilt lim,_,, f"g = 0. Fertig.
2. Berechne |f |2. Dies ist ein Polynom mit Koeffizienten in Q.

3. Priife ob |f|2 = 1. Wenn ja, fertig. f™g konvergiert nicht gegen 0.

4. Sei m der Grad von |f|*. Priife fiir i = 1...m + 1, ob |f|? (1) > 1. Falls dies
wenigstens einmal zutrifft, fertig. f™g konvergiert nicht gegen 0. (Da sonst f auf
einer ganzen offenen Menge Betrag grofier 1 hétte, g jedoch nur endlich viele

Nullstellen hat.)

5. Zerlege |f|* — 1 in normierte Primfaktoren

2
fI7=1=aff". .

mit paarweise verschiedenen f;. Hierzu existiert eine Vielzahl von Verfahren. Fiir
einen Uberblick siehe z. B. [Kal].

6. Priife fiir ¢ = 1... k: Ist p; gerade oder ungerade?

fSiehe auch Kapitel 7.
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6.2 Kommutative C*-Algebren

Ungerade. Hat f; reelle Nullstelle?! Wenn ja, fertig. f™¢g kann nicht gegen 0
konvergieren.

Gerade. Hat f; reelle Nullstelle? Wenn ja, priife ob f; das Polynom g teilt.
(Polynomdivision.) Falls nein, fertig. f™g konvergiert nicht gegen 0.

7. f™g konvergiert gegen 0.

Zum Beweis der Korrektheit des Verfahrens priifen wir das Kriterium von Satz 6.2.1.
Nach Definition der Supremums-Norm geniigt es offensichtlich, das Konvergenzver-
halten von (| f|*)"g zu untersuchen.

Zunéchst schlieft das angegebene Verfahren einige Sonderfélle aus, ndmlich dass f
oder g konstant 0 werden oder Vz € [0,1] : |f(z)|* > 1. (1.-4.) (Denn ware |f|* > 1,
hitte | f|* — 1 wegen 4. m + 1 verschiedene Nullstellen, was wegen 3. nicht moglich
ist.)

Nun gilt:

(i) Wird |f|* groBer 1, d.h. hat | f|*—1 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, so kann
f"g nicht gegen 0 konvergieren, denn in diesem Fall wiirde sofort fiir unendlich
viele = gelten, dass |f|? (x) > 0, g besitzt jedoch nur endlich viele Nullstellen.

(ii) Hat |f|* bei z das lokale Maximum 1, d.h. hat |f|* — 1 bei & eine Nullstelle ohne
Vorzeichenwechsel, so muss g an dieser Stelle ebenfalls 0 werden, andernfalls
konvergiert f™g nicht gegen 0.

(iii) Da |f|* nach der Priifung in 4. wenigstens an einer Stelle kleiner 1 ist, konvergiert
f™g nach Satz 6.2.1 gegen 0, wenn die Félle (i) und (ii) dies nicht ausschlieflen.

Wird nun | f |2 — 1 wie oben in normierte irreduzible Polynome zerlegt, so folgt aus der
Tatsache, dass die Polynome fi,..., f; die Minimalpolynome ihrer Nullstellen sind,
dass die Nullstellenmengen der f; disjunkt sein miissen. Auflerdem besitzen die f; nur
einfache Nullstellen, denn wére = eine mehrfache Nullstelle von f;, so hatte auch die
Ableitung f/ die Nullstelle  im Widerspruch dazu, dass f; das Minimalpolynom von
x ist. Damit ist klar, dass Schritt 5. und 6. gerade die Bedingungen (i) und (ii) prifen.
(Die hier verwendeten algebraischen Begriffe und Argumente finden sich ausfiihrlich
in jedem Lehrbuch der Algebra wie [Bos| oder [Lor2].) O

Auch hier stellt sich erneut die Frage, ob die Entscheidbarkeit erhalten bleibt, wenn
wir fiir f Elemente aus ganz C[0, 1] zulassen. Tatséchlich haben wir es aber schon im
folgenden Sinne mit dem allgemeinsten Fall zu tun:

"Wie oben bemerkt, existiern hierzu Entscheidungsverfahren. Siehe [CL].
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6.2.5 Lemma. Sei wie oben A = C([0,1]) und A die dichte Unteralgebra der Poly-
nomfunktionen mit Koeffizienten in Q(i). Sei S eine beliebige Teilmenge von A, die
nicht nur das Nullpolynom enthdlt. Ist dann f € A beliebig mit

fges Vg € S,
so folgt schon f € A.
Beweis. Sei f # 0. Wahle ein g € S mit g # 0. Dann gibt es nach Voraussetzung ein

h € S mit

also
Ve e [0,1]: g(z)#A0 = f(z)= %

Da f stetig ist folgt, dass jede k-fache Nullstelle von g auch k-fache Nullstelle von

h sein muss, also dass es in (dem Integrititsring) Q(i)[X] teilerfremde Polynome
g, h' € A gibt, die g und h teilen, sodass ¢’ keine Nullstelle in [0, 1] besitzt und

Da nun aber f"g = <Z—:)n g e A und ¢’ und I’ teilerfremd sind, folgt schon

m

g |y Vn € N.

Dies ist aber nur moglich, wenn ¢’ = ¢ mit ¢ € Q(7). Also

1 ~
f=-hn €A
q

6.3 Die Algebren C([0, 1], My(C))
Mit C([0,1], M4(C)) bezeichnen wir die C*-Algebra der stetigen Funktionen
f:10,1] — My(C)

versehen mit punktweisen Verkniipfungen und dem Supremum der punktweisen Ope-
rator-Normen als Norm.
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6.3.1 Satz. Fir A= C([0,1], M4(C)),
A= {f eA ‘ f = (fij), fij ist Polynom mit Koeffizienten in Q(7),i,5 =1,... d}
mit einer zuldssigen Abzdhlung ¢ und f € A beliebig, sind die Pridikate
fo<4] oo}
und
{geﬁ‘ Hn:f"g:O}
entscheidbar.

Beweis. Offensichtlich sind beide Préadikate unter Addition und unter Multiplika-
tion mit Funktionen aus Q(i)[X] abgeschlossen. Damit bilden sie einen Q()[X]-
Untermodul des Q(7)[X]-Moduls A. Aist ein freier Q(4)[X] Modul mit der endlichen
Basis ( fi(](gl)), wobei fi(](gl)(t) = 0;x0,;, also mit der Basis der matrixwertigen Funktio-
nen, die in einer Komponente konstant 1 und in allen anderen Komponenten konstant
0 sind.

Da Q(7)[X] ein Hauptidealring ist, sind auch die beiden Pradikate freie, endlich
erzeugte Moduln iiber Q(7)[X]. (Siehe [Lan], Theorem III.7.1)

Damit kénnen wir wie im endlichdimensionalen Fall bei Satz 6.1.2 vorgehen, in-
dem wir die Koordinaten einer QQ(7)[X]-Basis des zu entscheidenden Prédikats in das
Programm kodieren, und zu einem gegebenen g € A nur priifen miissen, ob es im
Erzeugnis dieser Basis liegt.

Dies ist z.B. moglich, indem wir zunéchst die lineare Unabhéangigkeit von g von
dieser Basis statt in A 2 (Q(i)[X ])d2 in Quot(Q(i)[X])? entscheiden, im Falle linea-
rer Abhéngigkeit g als Quot(Q(7)[X])-Linearkombination darstellen und entscheiden,
ob die Koeffizienten dieser Linearkombination in Q(7)[X] liegen. (Quot(Q(:)[X]) be-
zeichne den Quotientenkorper von Q(7)[X], also den Koérper der gebrochen-rationalen
Funktionen mit Koeffizienten in Q(7).) O

6.4 Die C*-Algebra der kompakten Operatoren

Im Folgenden sei stets H ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (&;)ien.
Wir erinnern an die Definition der kompakten Operatoren:

6.4.1 Definition (kompakte Operatoren). Ein Operator K : H — H heifit kompakt,
wenn das Bild der abgeschlossenen Einheitskugel B1(0) relativ-kompakt in H ist,
d. h. wenn sein Abschluss in H kompakt ist. Mit K(H) bezeichnen wir die Menge der
kompakten Operatoren auf H.
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Die kompakten Operatoren haben folgende Eigenschaften:
6.4.2 Satz. 1. K(H) bildet ein (abgeschlossenes beidseitiges) Ideal in B(H).

2. Hat ein Operator K endlichen Rang, d.h. ist sein Bild endlichdimensional, so
ist K kompakt.

3. Die Operatoren von endlichem Rang sind dicht in K(H).
4. Sei (ax) € I°°(N) eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann definiert
M) H—H
§k — kS

einen beschrinkten Operator auf H. M) ist kompakt genau dann, wenn (ak)
eine Nullfolge ist.

Beweis. 1.-3. Siehe [Wer], Satz I1.3.2, Korollar VI.3.7.
4. folgt leicht aus 3. und der Tatsache, dass HM(%)H = ||(ar) |l - O

Wir vereinbaren folgende Bezeichnungsweise:

6.4.3 Definition. 1. Mit M, sei die Menge aller Operatoren T € B(H) bezeich-
net, fir die gilt:

span (€g41,8442,.-.) CkerT und imT C span (£1,...&4).
Weiter sei My, die Vereinigung aller M.
2. Mit Mo (Q(7)) bezeichnen wir die Menge aller T' € M, fir die gilt, dass
(T&i1&5) e QA Vi,jeN.
Ferner sei mit My(Q(7)) der Schnitt My N Mo (Q(7)) bezeichnet.

Die Mengen My und My, bzw. Mg(Q(7)) und Mo (Q(7)) hingen also von der
Wahl der Orthonormalbasis (&;);en von H ab. Offensichtlich handelt es sich um -
Unteralgebren von K(H), und My und My(Q(7)) sind isomorph zu My(C) bzw.
My(Q(7)). Es gilt:

6.4.4 Lemma. My, und M (Q(7)) sind dicht in K(H).

Beweis. Fiir My, folgt dies leicht aus Teil 3 von Satz 6.4.2 und der Tatsache, dass
(&)ien eine Orthonormalbasis von H ist.

My(Q(7)) liegt dicht in My (genau wie My(Q(7)) dicht in My(C) liegt), also ist
Moo (Q(7)) dicht in My, und somit auch in C(H). O
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Setze fiur i,5 € N

Eij:H—H
§— (€1&) &
Dann sind alle F;; Elemente von M (Q(7)) und es gilt
Ej; = Ej;, (6.4.1)
E;jEy = 0By, (6.4.2)

womit insbesondere die F;; paarweise orthogonale Projektionen (auf span (&;) ) sind.
Aulerdem gilt

spangy;) ({Ej | 1,7 € N}) = Moo(Q(9)) - (6.4.3)

Ein System FE; ;, 4,5 € I von Elementen von My (Q(¢)), das die Relationen (6.4.1)
und (6.4.2) erfiillt, nennen wir ein System von Matrizeinheiten fir Mo (Q(7)). Gilt
zusétzlich (6.4.3), so nennen wir das System wollstdndig. Die eben definierten Ej;
nennen wir die kanonischen Matrixeinheiten von M, (Q(7)).

Leider ist M (Q(7)) nicht endlich erzeugt und somit sind nicht notwendig alle zu-
lassigen Abzihlungen von Mo (Q(4)) dquivalent.” Wenn wir im Folgenden M, (Q(7))
als A wéhlen, wollen wir jedoch zumindest mit den kanonischen Matrixeinheiten Fj;
sinnvoll rechnen kénnen. Wir nennen daher eine zuléssige Abbildung ¢ normal, wenn

die Abbildung

o N? — Mo (Q(i))
(i,7) — Eij

berechenbar ist. Insbesondere kénnen wir dann zu jedem X € M (Q(7)) aus dem
Kode von X die Matrixkoeffizienten von X beziiglich der F;; berechnen.

Im Folgenden werden wir uns zunéchst nur fir normale zuléssige Abzahlungen
interessieren. Es ist klar, dass es solche Abzéhlungen gibt.

Wir wollen nun das Hauptresultat aus Kapitel 5 auf die C*-Algebra der kompakten
Operatoren iibertragen. Dazu erinnern wir daran, dass die C*-Algebra Oy (bis auf
Isomorphie) von den Isometrien Si,Sy mit S1(&;) := &2,—1 und Sa(&;) := &9 erzeugt
wird (Beispiel 5.1.6). Da die Bilder von S; und S orthogonal sind, traf Satz 5.2.1 auf
Oy zu.

Wir benétigen zusétzlich folgendes

fTatsichlich lassen sich leicht nicht Aquivalente zuldssige Abzihlungen von Moo (Q(4)) finden. Sei
dazu w : N — N eine nicht berechenbare Bijektion. Diese liefert eine unitiare Abbildung U, auf H
vermittels Uy, (&) := &u;). Weiter sei ¢ eine zuldssige Abzéihlung, fiir die die Abbildung oo : N —
Moo (Q(i)), n — Enp berechenbar ist. Dann kann man recht leicht sehen, dass . = Ad(Us) o ¢
ebenfalls zuldssig ist und a bzgl. ¢, nicht berechenbar sein kann.
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6.4.5 Lemma. 1. Sei(ay) eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen, die an keiner
Stelle 0 wird. Dann gibt es Folgen (by), ().), (ck), (¢}), die an keiner Stelle 0

werden mit |5 loo 1) oe 108 o » 1) oy, < 1 (@6) g s0dass
S1M(q) = Mp,)S1 ST Mg,y = My )Sy
SaMigy) = Mic,)S2 S5 Mayy = M(c)S3

2. Sei (ag)r eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen, die an keiner Stelle 0 wird.
Dann gibt es (by), (b)), (cx), (¢},) wie in 1. mit

Mia)S1 = 51Mg,) Mia) St = SiMy)
Moy S2 = S2Mcy) Miay) S5 = 3 Me))
3. Sei (ax) wie in 1. und seien p,v € {1,2}*. Dann gibt es Folgen (by), (c), wie
oben mit
SuSuMa) = M) SuS, Ma)SuSy = SuSyMey,)

Beweis. 1. Zu gegebenen (ay) definieren wir die Folgen (by), (b)), (ck), (¢;) wie
folgt:

a k gerade
by := { ! & by, == agg_1

ar+1 k ungerade
2

a1k ungerade ,
Cl = cl 1= ok

ar Kk gerade
2

Die so definierten Folgen werden offensichtlich nirgends 0 und haben kleinere
Supremums-Norm als (ag). SchlieBlich prift man sofort anhand der Definitionen
von S7 und Sy, dass die geforderten Relationen fur alle &; erfiillt sind. Da diese
eine Orthonormalbasis bilden, folgt die Behauptung.

2. Entweder wie in 1., oder Anwenden der Involution auf die geforderten Gleichun-
gen unter Ausnutzung von 1. und der Tatsache, dass M, (*(lk) = M(ay)-

3. Wiederholte Anwendung von 1. und 2.
O

Wir kénnen nun Satz 5.2.1 auf I(H) iibertragen, indem wir aus dem dort definierten
Operator a durch Multiplikation mit einem geeigneten Multiplikationsoperator einen
kompakten Operator mit denselben kombinatorischen Eigenschaften gewinnen.
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6.4 Die C*-Algebra der kompakten Operatoren

6.4.6 Satz. Sei A = K(H) und A = Moo (Q(i)) mit zulissiger normaler Abzihlung
. Dann gibt es Operatoren A, B € A mit

1. Es gibt berechenbare Folgen (Ay) und (By) aus A, die gegen A bzw. B konver-
gieren, mit ||[A — A, ,||B — Byl < 1 vn.

2. AX,BX € A VX € A, und die Abbildungen
My - A— .Z, X — AX

und
Mp: A— A, X — BX

sind berechenbar.

3. Die Pradikate
{X cA

lim A"X — 0}

n—oo
und

{Xeﬁ‘ Hn:B"X:O}
sind nicht entscheidbar.

Beweis. Wahle wie im Beweis von Satz 5.2.1 eine Registermaschine M = <Ré’1, Pf)

mit genau einem Endzustand z., die die Funktion

f:No — No
1 zeH!
Xr ——
T x¢ H!

berechnet, sodass also nicht entscheidbar ist, fiir welche x € N gilt, dass M bei Input
z in eine Endlosschleife gerét.

Zusatzlich wollen wir annehmen, dass wann immer M in den Zustand z. kommt,
alle ¢ Register leer sind. Dies ist keine Einschrankung, da wir sonst das Programm mit
einem weiteren Programm verkniipfen kénnen, welches nacheinander alle Register von
M leert und dann in den Endzustand z. iibergeht. Weiter kénnen wir, da Zustédnde
beliebig umnummeriert werden kénnen, ohne Einschrankung annehmen, dass z. = 1.

Zu P € P sei P wie in Satz 5.2.1 mit s; := S; und sy := S5 und schliefllich

a:=) P+ 515,555
pPeP

definiert. (Beachte z, = 1!)
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6 Andere Algebren

Es sei die Folge (ay) definiert durch

{1 k< 20+2
ag =

sonst

=

Wir erhalten nun aus a nach Satz 6.4.2 einen kompakten Operator, wenn wir a mit
dem Multiplikationsoperator M,, ) verkniipfen:

A= aM(ak).
Um wieder Konfigurationen von IM auf Operatoren in A 71 iibertragen, setzen wir:

: K(M)— A
(2,(r1,...,rq)) — S7S2S51' Sy ... 51" S Eyy

Man priift leicht anhand der Definitionen von Si,.So und Ejq, dass dieser Ausdruck
die Form F;; hat, und somit das Bild von ® tatsachlich in A liegt.

Wir zeigen nun durch vollstéandige Induktion, dass es fiir alle n eine Folge (by) mit
|(bk) |l < 1 gibt, die nirgends 0 wird, sodass

A"® (2, (r1,...,1q)) = (" (2, (11, .,7q))) M, Er1, (6.4.4)

wobei ¢ die Abbildung aus dem Beweis von Satz 5.2.1 ist.

Induktionsanfang n = 0. Klar, setze b, = 1.

Induktionsschritt. Sei (6.4.4) korrekt fir n. Fir n 4+ 1 gilt nach Induktionsvoraus-
setzung

A (2, (1,0 .. ,rg)) = A [(@"¢ (2, (r1,...,7q))) Mg, B ]
= aMg,) (a"¢ (z,(r1,...,7¢))) M@, ) E11.

Da nun aber nach dem in Satz 5.2.1 Gezeigten insbesondere a"¢ (z, (71, . .
von der Form uS), ist, gibt es nach Lemma 6.4.5 eine Folge (cj) mit

.,Tq)) stets

1e)lloo < lar)lloe =1,

die nirgends 0 wird, sodass wir weiter umformen kénnen:

aMq,) (a" (2, (r1,...,7¢))) My, F11 = a(a ¢( (r1,-57¢))) Mepy My, Ena
( n+1 Tl,...,Tq))) M(ckbk)Ell'

Da aber mit (bg) und (cx) auch (cxby) nirgends 0 wird und Supremums-Norm kleiner
gleich 1 hat, ist die Behauptung gezeigt.
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6.4 Die C*-Algebra der kompakten Operatoren

Wir wollen als néchstes zeigen, dass

lim A"® (0, (x,0,...,0)) =0 <= RESm(z) =1 <= z € (No\ H'). (6.4.5)

n—oo

Dabei wurde im Beweis von Satz 5.2.1 bereits gezeigt, dass

lim a"¢ (0, (z,0,...,0)) =0 < RESpm(z) =1 <= z € (No\ H'). (6.4.6)

n—0o0

Nehmen wir zunéchst an, dass M bei Input = in eine Endlosschleife gerdt. Nach
(6.4.6) gilt dann lim, o a™® (0, (,0,...,0)) = 0, und mit (6.4.4) folgt sofort, dass
dann auch lim, e A"® (0, (r1,...,74)) = 0, da mit [|(bg)||,, <1 auch ||M,,|| < 1.

Gelte nun, dass M bei Input  den Endzustand z, = 1 erreicht und sei

Dann gibt es nach dem Beweis von 5.2.1 ein N und eine rationale Zahl p > 0 mit
Ve (0,7) = po (1, 6)) = S SIH (6.4.7)

denn z, = 1 und nach Wahl von M haben alle ¢ Register von M im Endzustand den
Wert 0. Weiter entnehmen wir dem Beweis von 5.2.1, dass

aS153t! = ag (1, 6’) _ (1, 6’) = 5189+, (6.4.8)
Nun folgt aus (6.4.7) mit (6.4.4)
AN‘I) (0, ?) = MSng+1M(bk)E11- (649)

Wiéhle nun eine Folge (c) mit M(ak)SngJrl = SngJrlM(ck). Dann muss insbeson-
dere nach Definition von S7 und Sy gelten:

etz _1Egara 1 = Mgy S1557 €1 = S188T M) &1 = c16gar2_1,

d.h.
Cl = Q9q+2_1 = 1. (6410)

Aus (6.4.9) folgt aber mit (6.4.8)
AN+1‘1) (0, ?) =A [,uSngHM(bk)EH}
= a | Moy S18§™ | My, En

= MCLSlngrlM(Ckbk)EH
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6 Andere Algebren

also nach Iteration:

ANTD (0, 7) = pS1S§ T My, B
Insbesondere gilt also nach (6.4.10)

[ AN (0, 7) &1| = et bi&aare 1 || = ubi]

und ANT™® (0, 7) konvergiert nicht gegen 0. Also ist (6.4.5) nachgewiesen.
Aufgrund der Normalitdt von ¢ ist aber die Abbildung

z— @ 1 (®(0,(x,0,...,0)))

berechenbar, denn

‘ID(O, (.%', O, e ,O)) = SQS%S;]EH = Eﬂ,
und 7 hangt berechenbar von x ab. Aus Satz 3.3.10 folgt daher wieder, dass

{Xeﬁ

lim A"X =0}
n—oo
aufgrund der Unentscheidbarkeit von H' nicht entscheidbar ist. Aussage 3 ist fiir A
damit gezeigt.

Aussage 1 lasst sich dhnlich wie im Beweis von Satz 5.2.1 zeigen. Wie dort kénnen
wir A sicherlich durch

A, =

> Puik+ 5152555;] Mqn)
PeP

n ar, k<2n+ K
ak..—

"o k>om+ K

fir geeignetes K so approximieren, dass die Folge dieser A,, der Konvergenzbedingung
von Aussage 1 geniigt. Weiter gilt nach Definition von M(az), dass

span (§2n+Ka §2n+K+17 ce ) g ker An

Auflerdem konnen wir A,, als

A, =

t
Z)\SSMSSjS] Mgny  ps,vs € {1,2}7, X5 € Qi) (6.4.11)
s=1

schreiben, wobei sich geeignete Ag, s, Vs aus n berechnen lassen. Fiir j < 2n + K gilt
nun

SMSS;SQ =0 oder SMSS:SSJ‘ = §Z‘S’j, (6.4.12)
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6.4 Die C*-Algebra der kompakten Operatoren

wobei i, ; berechenbar von s und j abhéngt. Also gibt es ein d > 2n + K mit

1mAn - Span (51552,' . >£d)’

d.h. es gilt tatsachlich A, € M4(Q(7)) C Moo (RQ(7)).
Aus der Darstellung (6.4.11) und aus (6.4.12) folgt weiter, dass sich auch die Koef-
fizienten der Darstellung

An=Y NjEy g€ Q)
i,j<d
berechnen lassen. Aus der Normalitat von ¢ folgt daher, dass die Folge der A,, bere-
chenbar ist. Damit ist Aussage 1 gezeigt.

Um schlieflich Aussage 2 einzusehen, bemerken wir nur, dass fiir jedes i ein n
berechnet werden kann, sodass

AEZ‘J‘ = ATLEZ_] Vj e N.

Denn das Bild von FEj; ist span (&), und nach Definition von S; und Sy ist stets
Si& = 0, wenn v auf 2 endet und |v| grofi genug wird, wie dies bei allen INC,,
DEC,, 1, E—QO,nn und E—Q0:nn fiir hinreichend grofies n der Fall ist. Es ist klar, dass
sich eine solche Schranke fiir die Lénge von v aus ¢ berechnen l&sst.

Also lasst sich zu jedem X € A ein n berechnen, sodass

AX = A, X.

Wegen A, € A folgt dann, dass das Bild von M4 tatséchlich in A liegt, und AX kann
berechnet werden, weil wir A, X berechnen kénnen.
Die Aussagen iiber B gelten wieder analog mit

b:Zﬁ
PeP

und
B = bM(

ag)-

In Moo (Q(7)) kénnen wir jedoch keine solchen Elemente A oder B finden:
6.4.7 Satz. Fir A= K(H), A= My(Q(i)) und A € A sind die Pridikate

{Xeﬁ

lim A"X — 0}

n—oo

und

{Xeﬁ(an:A"X:o}

beztiglich jeder zuldssigen Abzdhlung von A entscheidbar.
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6 Andere Algebren

Beweis. Sei A € My(Q(7)). Da M4(Q(7)) offensichtlich zu der C*-Algebra der d x d-
Matrizen My(Q(7)) isomorph ist und da fiir ein beliebiges X € Moo (Q(7))

AX € My(Q(3)),

sowie
n:A"X =0 <= dn:A"(AX)=0
und
lim A"X =0 <= lim A"(4AX)=0
gilt, folgt die Behauptung aus Satz 6.1.2. U

Wie verhélt es sich nun, wenn ¢ nicht normal ist? Koénnen wir Satz 6.4.6 auch
auf diesen Fall iibertragen? Es stellt sich heraus, dass jede zuléssige Abzahlung von
Moo (Q(7)) zumindest ,,quasi“-normal ist:

6.4.8 Lemma. Sei ¢ eine zulissige Abzihlung von Moo(Q(i)). Dann gibt es ein
System von Matrizeinheiten Fij, i,5 € N von My (Q(7)), sodass die Abbildung

berechenbar ist. (Fyj ist jedoch nicht notwendig vollstindig.)

Beweis. Wegen der Eigenschaften (6.4.1) und (6.4.2) und der Zuléssigkeit von ¢ reicht
es zu zeigen, dass wir ein System von Matrixeinheiten Fj; finden konnen, sodass die

Abbildung

B: N — Moo (Q(3))
11— Fjy
berechenbar ist. Wir definieren 3 rekursiv wie folgt:
1. B(1). Setze Fy1 := Eq1, sowie 5(1) := F;.
2. Seien B(1),...,3(n) schon definiert. Priife fiir jedes k bei k = 0 beginnend:

a) Ist p(k)*p(k) = F117 Wenn nein, weiter bei k + 1.

b) Ist (B(1)B(1)" +--- + B(n)B(n)*)p(k) = 0. Wenn ja, setze Fi,, 1)1 = p(k),
B(n+1) == Fy41)1- Sonst weiter bei k + 1.

Man macht sich leicht klar, dass diese Suche schliefllich terminieren wird.

Offensichtlich ist dann Fj; mit Fj; := Fj1 Fj1™ ein System von Matrixeinheiten. O
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Nun ist das so gewonnene System zwar nicht notwendig vollstandig, aber fiir unsere
Belange ist es nicht weniger schlecht als ein vollstdndiges System, da es eine C*-
Unteralgebra von IC(H) erzeugt, die wiederum isomorph zu K(H) ist. Es gilt:

6.4.9 Satz. Sei A eine C*-Algebra, A eine dichte Q(i)-x-Unteralgebra, f;; ein System
von Matrizeinheiten in A, sowie ¢ eine zuldssige Abzihlung, so dass die Abbildung

a: N2 — A4
(1, 7) — fij
berechenbar ist.
Dann gilt
1. Ay := span ({fi;}) ist eine C*-Unteralgebra von A, die isomorph zur Alge-
bra der kompakten Operatoren auf einem separablen Hilbertraum ist. Ay =
spangy ;) ({fij}) ist eine dichte Q(i)-*-Unteralgebra von Ay.

2. Fiir jede normale zulissige Abzihlung ¢’ von .Zf sind die Abbildungen ¢~ 1o ¢/

und @' o gp[@_l(ﬁf) berechenbar.

Beweis. 1. Dass span ({f;;}) bzw. spang; ({fij}) C- bzw. Q(i)-+Unteralgebren
von A bzw. A sind, ist aufgrund der Eigenschaften von Matrixeinheiten klar.

Also ist A eine C*-Unteralgebra von A. A f ist natiirlich dicht in Ay.
Um einzusehen, dass Ay isomorph zu K(H) ist, beachte, dass

a :span ({fij}) — Mo
fij — Eij

ein bijektiver *-Homomorphismus ist, wobei E;; wie oben die kanonischen Ma-
trixeinheiten von My, bezeichne. Nun erhalten wir aber fiir jedes d per Ein-
schrankung einen bijektiven *-Homomorphismus

span({f; | i.j<ay) * span ({fij | 1,5 < d}) — Maq.

Als endlichdimensionale Teilraume sind span ({f;; | 4,7 < d}) und M, abge-
schlossen', also sind sie C*-Unteralgebren von A und K(H). Damit gilt fiir alle
d € N, dass afgan((s;, | ij<ay) €0 Isomorphismus zwischen C*-Algebren und
nach Satz 2.5.5 also isometrisch ist. Somit ist « isometrisch.

Daher setzt sich a fort zu einem isometrischen (also injektiven) x-Homomor-
phismus @ : Ay — K(H). Da M, dicht in K(H) liegt, ist @ folglich ein
Isomorphismus.

f Auf endlichdimensionalen Vektorraumen sind alle Normen édquivalent ([Wer], Satz 1.2.5), also sind
endlich dim. normierte Raume stets vollstandig, also als Teilrdume eines Banachraums abgeschlossen.
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1

2. Sei ¢’ eine normale zuldssige Abzdhlung von .,Zt\f. Wir kénnen ¢~ o ¢/(n) und

@' lo gp[(p,l( A,)(n) BEDAUSO wie in Satz 4.1.3 wie folgt bestimmen:

Gehe systematisch alle Q(7)-Linearkombinationen der f; ; durch. Da « beziiglich
¢ sowie beziiglich ¢’ berechenbar ist und ¢ und ¢’ zuldssig sind, kénnen wir
dabei die Kodes der Linearkombinationen unter ¢ und ¢’ berechnen. Schliefllich
muss einer dieser Kodes unter ¢’ die Zahl n sein. Dann ist der Kode dieser
Linearkombination unter ¢ gerade o~ o¢’(n). Umgekehrt muss schlielich auch
der Kode einer Linearkombination unter ¢ die Zahl n sein, und der Kode dieser
Linearkombination unter ¢’ ist ¢'~! o ¢(n).

O

6.4.10 Korollar. Sei A = K(H), A= Mq(Q(:)), sowie @ eine zulissige Abzihlung.
Dann gibt es Elemente A, B € A, sowie eine Menge S C A mit

1. Es gibt berechenbare Folgen (Ay) und (By) aus A, die gegen A bzw. B konver-
gieren, mit |A — A, ||B — Byl < 1 vn.

2. AX,BX € § Vx € S, und die Abbildungen
4:8§— S, X+— AX

und
Mp:85— S, X— BX

sind berechenbar.

3. Die Pradikate

{X €S| lim A"X = o} cs (6.4.13)
und
{xes ( I B'X =0} C S (6.4.14)

sind als Teilmengen von S nicht entscheidbar.

Beweis. Sei FIj; ein bezughch © berechenbares System von Matrixeinheiten. Wende

Satz 6.4.6 auf Ap, .AF sowie eine beliebige normale Abzahlung ¢’ von .Ap an. Wir

haben also A, B € Ap C A, (4,), (Bn) € Ap C A mit den gewiinschten Eigenschaften

beziiglich ¢/, wenn wir S := Ap setzen.

Nun folgt, da o=t o ¢’ und ¢~ o %%—1(&) berechenbar sind:

L (¢ HAn) = (¢ o) (¢ 1(Ay))) ist berechenbar, also ist (A,) berechenbar
bzgl. ¢. Analog ist (B,,) bzgl. ¢ berechenbar.
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2. Fiir n € p71(8) ist

e (A p(n) = (¢ oy) [so’*l <A ! <<s0’*1 opl, 1z ) (n)>>]

F)

berechenbar, d.h. M4 ist beziiglich ¢ berechenbar. Analog fiir Mp.

3. Sei P das Pradikat (6.4.13) oder das Priadikat (6.4.14). Angenommen, P ist als
Teilmenge von S beziiglich ¢ entscheidbar. Das heifit gerade, dass = (P) als
Teilmenge von ¢~ !(S) entscheidbar ist. Nun gilt

(e o @)@ H(P) = 1(P)

und
(o) (@ HS\P)) = (S\P).

Nach Bemerkung 3.7.3 wire somit ¢'~!(P) und das heifit gerade P beziiglich ¢’
entscheidbar. Widerspruch!

O

Ausgangspunkt unserer Untersuchung war die Beobachtung, dass in von zwei Isome-
trien mit orthogonalem Bild erzeugten C*-Algebren die von uns untersuchten Préadika-
te unentscheidbar wurden, was wir in diesem Abschnitt auf die Algebra der kompakten
Operatoren iibertragen haben. Wir werden nun sehen, dass sich dieses Ergebnis auf
beliebige C*-Algebren {ibertréigt, die eine echte Isometrie beinhalten.

6.4.11 Satz. Sei A eine C*-Algebra, A eine dichte Q(7)-+-Unteralgebra, sowie ¢ eine

o~

zuldssige Abzdhlung von A. Zusétzlich gelte, dass A eine echte Isometrie s enthalte.
Dann gilt

1. Die Elemente der Form
fij = si(l — ss*)(s*)j i,7 €N
bilden ein System von Matrizeinheiten.
2. Die Abbildung
a:N* — .Zf
(4,9) — fij
ist berechenbar.

Bewets. 1. Offensichtlich gilt f/; = fj;. Um (6.4.2) zu priifen, unterscheiden wir
die Falle j < k, j =k und j > k:
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a) j < k. Wir haben
fiifu=s - (1- ssM)sFT L (1= s5%)(s%)! = 0.
b) j = k. Es gilt
fijfu = s'(1 = s5")(1 = s5™)(s") = fur.
c) j > k. Analog zum ersten Fall ergibt sich

fiifu=s1-ss") - (Y F(l-ss") - (s =0

(S*)j—k,(s*)]’—k—l(s*s)s*zo

2. Dass a berechenbar ist, folgt aus der Tatsache, dass ¢ zuléssig ist und die Aus-
driicke, die die f;; definieren, nur durch (in offensichtlich berechenbarer Weise
von i und j abhéngenden) Algebren-Operationen aus den Elementen s und 1
gebildet werden. Die Kodes von s und 1 lassen sich wiederum in das Programm
zur Berechnung von « hineinkodieren lassen.

O

6.4.12 Korollar. Sei A eine C*-Algebra mit dichter Q(i)-+-Unteralgebra A und zu-
lassiger Abzihlung ¢, sodass A eine echte Isometrie s enthdlt. Dann gibt es Elemente
a,b € A, sowie eine Menge S C A mit

1. Es gibt berechenbare Folgen (ay,) und (b,) aus .Z, die gegen a bzw. b konvergieren,
mit ||a — ap||, [|b— byl < L Vn.

2. ar,bx € § Vx € S, und die Abbildungen
M,:S8S — S, r+—— ax

und
My:8 — S, v+ bx

sind berechenbar.

3. Die Pradikate
{x es

lim a”x:O} cS

n—oo
und

{xES ‘ Hn:bnx:O}gS
sind als Teilmengen von S nicht entscheidbar.

Beweis. Aufgrund von Satz 6.4.11 folgt dies genau wie in Korollar 6.4.10 aus Satz
6.4.9. 0
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Im Laufe unserer Untersuchungen haben wir immer wieder die Frage untersucht, ob
in einer C*-Algebra A die Préadikate

{x €S nh_)rrgo a"r = O} (7.0.1)
und
{x €es ‘ In:a"x = 0} (7.0.2)

fiir ein gegebenes a € A und eine gewisse Teilmenge S C A entscheidbar sind. Da-
bei stellten wir fest, dass fir endlichdimensionale C*-Algebren (7.0.1) und (7.0.2)
stets entscheidbar waren, wie auch fiir die unendlichdimensionalen Algebren der Form
C([0,1], My4(C)), wéhrend sich hingegen fiir C*-Algebren, die echte Isometrien ent-
halten, stets ein a und S finden lassen, sodass (7.0.1) oder (7.0.2) unentscheidbar
werden.

Dies sind zwar recht weitreichende Ergebnisse, jedoch ist zu beachten, dass wir
mehrere Wahlen getroffen haben, bevor wir von der Entscheidbarkeit oder Unent-
scheidbarkeit dieser Pradikate sprechen konnten:

Zunéchst mussten wir eine dichte Q(i)-*-Unteralgebra A von A wahlen, da wir
mit einem Computer stets nur {iber abzéhlbare Mengen sprechen kénnen. Von dieser
abzéhlbaren Menge ist jedoch sicher zu fordern, dass sie moglichst viele Eigenschaften
der Algebra A reflektiert, um sinnvoll mit diesem Modell tiber A sprechen zu kénnen.
Die Forderung, dass A eine dichte Q()-*-Unteralgebra von A ist, scheint auf der Hand
zu liegen.

Zweitens mussten wir neben einer dichten Unteralgebra A auch festlegen, wie wir
die Elemente von A in natiirliche Zahlen (oder, aufgrund von Abschnitt 3.4 hierzu
aquivalent, in endliche Folgen natiirlicher Zahlen) kodieren wollen, um so in der Re-
chenmaschine Namen fiir die Elemente von A zur Verfiigung zu haben. Auch hier
scheint der Begriff der zuldssigen Abzahlung die Minimalanforderungen an eine solche
Kodierung zu bestimmen, wenn wir in A rechnen wollen.

Erfreulicherweise stellte sich aufgrund von Bemerkung 4.1.4 in allen untersuchten
Féllen heraus, dass solche zuldssigen Abzdhlungen existieren und sich aufgrund von
Satz 4.1.3 stets als dquivalent erwiesen, mit Ausnahme der kompakten Operatoren
und der nicht endlich erzeugten Unteralgebra A = Moo (Q(7)). Aber auch im Falle

'Die Isometrie muss natiirlich in A liegen!
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von M. (Q(7)) stellte uns dies vor keine ernsten Hindernisse. Zudem héatten wir statt
Moo (Q(7)) auch die von M(l)S erzeugte Q(i)-+-Unteralgebra von IC(H) betrachten

koénnen, wobei S den unilateralen Shift auf H bezeichne. Denn diese Algebra ist endlich
erzeugt und enthalt M (Q(7)), ist also dicht in K(H). Allerdings wére dies sicher eine
weniger kanonische Wahl fiir A gewesen.

Insofern sind unsere Ergebnisse also stets unabhéngig von der Wahl einer (geeig-
neten) Kodierung von A, jedoch sctzen sie stets eine konkrete Wahl von A voraus.
Bereits die Argumentation in Satz 6.1.2 versagt, wenn A= My(K) gewéhlt wird, mit
einem Zwischenkorper K der Erweiterung C/Q(¢) von unendlichem Grad tiber Q(7),
da dann A kein endlichdimensionaler Q(7)-Vektorraum mehr ist.

Sind wir an konkreter symbolischer Rechnung mit Elementen einer C*-Algebra,
dhnlich wie mit einem Computer-Algebra-System, interessiert!, so stellt dies keine zu
gravierende Einschrénkung dar, da wir uns dann eben stets, wie wir argumentiert
haben, fiir eine Unteralgebra A und ein Kodierungsschema fiir A entscheiden miissen.
Zwar haben wir in dieser Arbeit stets nur eine Wahl fiir A getroffen, aber wie wir
meinen, die jeweils auf der Hand liegende, und sind beziiglich dieser Wahl unabhéngig
von der Kodierung zu befriedigenden Ergebnissen gelangt.

Wollen wir jedoch anhand der Unentscheidbarkeit der Priadikate (7.0.1) oder (7.0.2)
Informationen iiber die Struktur oder Komplexitit von A gewinnen — und unsere Er-
gebnisse scheinen zu suggerieren, dass zumindest grobe Zusammenhénge bestehen — so
sind wir mit dem Problem konfrontiert, dass unsere Ergebnisse ,,koordinatenabhéngig*
sind, also von der Wahl von A abhingen. Um also aus den beobachteten Phéanomenen
einen Begriff, der eine Eigenschaft von C*-Algebren kodiert, zu gewinnen, ist noch
weitere Arbeit notwendig.

Unmittelbar naheliegende Fragen waren z. B., ob Unentscheidbarkeit im Falle von
Algebren wie Oy oder IC(H) bei jeder Wahl von A auftreten, oder umgekehrt im Falle
der endlichdimensionalen C*-Algebren oder von C([0, 1], M4(C)) niemals auftreten.

Weiterhin denkbar wére, unser ,,Rechenwerkzeug* (.»zl\, ©), weiter zu schéarfen. Denn
mit der in dieser Arbeit entwickelten Terminologie haben wir neben der algebraischen
Struktur von A lediglich die geometrische Information, dass auf A eine C*-Norm
existiert, beziiglich der A dicht in A liegt. Damit ist A natiirlich bei weitem nicht
festgelegt. Es ware naheliegend, zusétzlich die Approximierbarkeit der Normfunkti-
on oder des Spektrums fiir Elemente aus A zu fordern. Damit wire die Klasse der
moglichen (.Z, ¢) (wobei der Begriff der zuléssigen Abzéhlung entsprechend zu erwei-
tern wire) verkleinert und somit der Weg zu koordinatenunabhéngigen Ergebnissen
einfacher.

Dass eine solche Einschrankung wiinschenswert sein konnte, zeigt auch der Fall
der kommutativen C*-Algebren, bei dem wir, auch ohne eine konkrete Algebra zu

TDies wire zumindest fiir manche der von uns untersuchten Algebren in Anwendungsfragen denk-
bar.
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betrachten, durch Gelfand-Transformation eine mathematisch befriedigende, einfache
Eigenschaft der Elemente von (7.0.1) erhalten haben (Satz 6.2.1), es jedoch vollig
unklar war, wie wir anhand von (A, ¢) diese Eigenschaft entscheiden sollten.

Insgesamt legt dies alles jedoch die Vermutung nahe, dass, um mit berechenbarkeits-
theoretischen Methoden gute Begriffe fiir C*-Algebren zu erhalten, ein allgemeinerer,
abstrakterer Rahmen gefunden werden muss, in dem diese Fragen behandelt werden,
wie durch Untersuchung grofierer Klassen von Pradikaten und durch Anwendung ab-
strakterer Methoden der héheren Rekursionstheorie.

Es bleibt die Frage, inwiefern wir in dieser Arbeit C*-Algebren-spezifische Aussagen
gemacht haben, zumal sich (7.0.2) in jeder Algebra und (7.0.1) in jeder normierten
Algebra definieren lasst.

Tatséchlich scheint kein Grund zu bestehen, diese Pradikate nicht auch in beliebigen
Banachalgebren zu untersuchen. Der Ubergang zu normabgeschlossenen Algebren er-
scheint jedoch wesentlich, da wir in allen Féllen, in denen wir auf Unentscheidbarkeit
gestoflen sind, Elemente aus dem Abschluss der Algebra wahlen mussten. Im Falle der
kompakten Operatoren konnten wir sogar zeigen, dass in M, (Q()) solche Elemente
nicht existieren konnen. (Und auch fiir Oy erscheint diese Vermutung naheliegend.)

Desweiteren lassen sich unsere Hauptresultate, in denen Unentscheidbarkeit auf-
tritt, iberhaupt nur in *-Algebren formulieren, was vielleicht ein Argument sein mag,
gesondert Banach-#-Algebren zu untersuchen. Umgekehrt sollte sich allerdings, mit
ein wenig Verfeinerung des Beweises, Satz 5.2.1 von C*-Algebren auch auf beliebige
Banach-*-Algebren iibertragen lassen.

Es soll noch betont sein, dass in den Satzen 5.2.1, 6.4.6, 6.4.10 und 6.4.12 die Ele-
mente ¢ und b selbst immer in berechenbarer Weise definiert wurden. (Dies sollen
gerade die Aussagen 1 und 2 in diesen Sétzen aussagen.) Dies ist wesentlich, da in
unendlichdimensionalen Algebren stets unberechenbare Informationen in Elementen
suntergebracht* werden kénnen. Betrachte z. B. in IC(H) den Multiplikationsoperator
M (Lx(m) wobei y eine nicht berechenbare charakteristische Funktion ist. Die Existenz
solcher Elemente scheint aber wenig mehr auszusagen, als dass die Algebra unendlich-
dimensional ist.

SchlieBlich mag es von Interesse sein, zu beobachten, dass in allen untersuchten Fal-
len (7.0.1) und (7.0.2) immer zugleich entscheidbar wurden oder es zugleich fir beide
Pradikate Elemente gab, sodass die Pradikate unentscheidbar wurden, umgekehrt
jedoch im Falle von Entscheidbarkeit die Charakterisierung von (7.0.1) wesentlich
komplexer war und geometrischerere Eigenschaften miteinbezog als die Charakterisie-
rung von (7.0.2). Im endlichdimensionalen Fall waren z. B. fiir (7.0.1) Kenntnisse tiber
Eigenwerte und Eigenrdume nétig, das gefundene Berechnungsverfahren war kompli-
ziert, wiahrend um (7.0.2) zu entscheiden nur eine d-fache Potenz gebildet werden
musste.

Es liegt die Frage nahe, ob die Unentscheidbarkeit der beiden Pradikate immer
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7 Diskussion der Ergebnisse

zusammenféllt. Zudem ist (7.0.2) offensichtlich stets rekursiv aufzéhlbar (bilde einfach
alle a"x), wiahrend die berechenbarkeitstheoretische Komplexitiat von (7.0.1) a priori
unklar ist. Es ist klar, dass (7.0.1) fiir das in unseren Sétzen konstruierte a rekursiv
aufzihlbar ist, da dies fiir H' gilt. Gibt es Fille, in denen H'! nicht rekursiv aufzihlbar
ist? Wenn ja, wann?
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