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Achtung: Achten Sie darauf, Thre Programme ordentlich zu formatieren und gut zu kommen-
tieren. Die Form wird mit in die Bewertung eingehen.

Definition 1 (Stabilitit stationdrer Losungen)

Eine stationdre Losung z* der Differentialgleichung 2’ = f(x) heifit stabil, falls zu jeder Umge-
bung U von x* eine Umgebung V' von x* existiert, so dass fiir jede Losung der Anfangswert-
probleme

7= f(x), x2(0)=z0€V

gilt x(t) € U fiir alle t > 0. Andernfalls heifit die Losung instabil.

Aufgabe 1 (Stabilitéat linearer Systeme von GDL) (5 Punkte)

(a) Betrachten Sie folgendes System linearer gewthnlicher Differentialgleichungen
w'=Aw  mit w(0) =0, (1)

wobei A € R™*" diagonalisierbar ist. Unter welchen Bedingungen an A ist die stationére
Losung w* = 0 stabil, unter welchen instabil?

(b) Zeigen Sie, dass fiir A € R?*2 die stationire Losung w* = 0 von stabil ist, wenn

spur(A) <0, det(A4) > 0.

(c) Betrachten Sie nun die zwei linearen gewohnlicher Differentialgleichungen
w' = Aw, w' = Bw mit A, B € R¥? (2)

Geben Sie ein Beispiel fiir A und B an, so dass w* = 0 eine stabile Lésung beider Diffe-
rentialgleichungen ist, aber instabil ist beziiglich der Differentialgleichung

w' = (A+ B)w.



Aufgabe 2 (Turing-Instabilitdten) (6 Punkte)

Zwei wechselwirkende Substanzen mit Konzentrationen a(z,t), b(x,t) konnen durch ein Re-
aktions-Diffusions-System beschrieben werden, welches Sie in der Vorlesung als Turing-Modell
kennengelernt haben. Wir betrachten den entdimensionalisierten Fall dieses Systems, d.h. das
Anfangsrandwertproblem

FOR ;Zﬁ) } in QR [0,7] (34)
mit Neumann-Randbedingungen
Va-n=0, Vb-n=0 auf 0Q x [0,T] (3b)
und Anfangsbedingungen
a(-,0)=a", b(-,0)=0" in Q. (3c)

Die Konstante v > 0 gibt die relative Stéarke der Reaktionsterme im Vergleich zu den Diffusi-
onstermen wieder. Die Diffusionskonstante d sei positiv.

Wir wollen die Turing-Instabilitdten des Systems untersuchen. Wir suchen also stationére
Losungen (ag, bg) von , die instabil fiir das volle System sind, obwohl sie eine stabile stationére
Losung des diffusionslosen Systems

at(l = Vf(aa b)7 8tb = f}/g(a7 b) in Qx [07 T] (4)
mit den Anfangsbedingungen , sind.

(a) Zunichst linearisieren Sie das System (4) um eine stationédre Losung (ag, by), so dass sich
ein Differentialgleichungssystem dyw = Aw mit A = (a;;) € R**? ergibt. Geben Sie
hinreichende Bedingungen an f und g an, damit eine stationidre Losung stabil ist.

(b) Betrachten Sie nun das Schnakenberg-System mit

f(a,b) := o — a + a®b,
gla,b) := B — a’b,

und «, 5 € R. Bestimmen Sie die positiven, stationiren Losungen (ag, by), die homogen
im Raum sind.

(¢) Um eine Turing-Instabilitdt zu erhalten, muss noch die Linearisierung von (3)) um (ao, bo)
auf Instabilitdt untersucht. Im Falle d # 1 fiihrt dies zu den zusétzlichen Bedingungen

dayy +as >0, (dain + ax)? —4d (a11a2 — as1a12) > 0.

Leiten Sie die notwendigen Bedingungen fiir & und § her, damit im Schnakenberg-System
eine Turing-Instabilitdt auftritt.



