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Aufgabe 1: (4 Punkte)
Es sei A eine Matrix aus dem R™*". Haufig hat die Pseudoinverse sehr dhnliche Eigen-
schaften wie die Inverse, daher der Name. Fiir die Inverse gilt etwa

AATTA=A, A7 AA = AL
Zeigen Sie: Es gilt auch
AATA=A ATAAT = AT,

Machen Sie sich dies zunéchst fiir den einfachen Fall klar, dass A vollen Rang hat, und
zeigen Sie es dann auch fiir den Fall, dass A nicht vollen Rang hat.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Wir haben die Gauss-Normalgleichungen aus der Forderung, dass ||Ax — b||; mdglichst
klein sein soll, hergeleitet.

In der Bildverarbeitung ist das héufig unpraktisch. Man sucht nicht nur die beste Anné-
herung an b, sondern eine, bei der auch die Norm von x nicht zu grof ist. Dabei hilft eine
Idee von Tikhonov und Philips (ca. 1960).

Wir wahlen ein v > 0 und suchen ein z, € R", so dass

1AZy = bl5 + 2211213 < || Ay — bl[3 ++lyll3 ¥V y € R™.
Zeigen Sie: Dann gilt

1.
(A'A+ 421z, = A'D.

Gehen sie vor wie im zweiten Beweis zur Gauss—Normalgleichung aus der Vorlesung.

2. A'A + ~21 ist invertierbar.

Bemerkung: z, ist eindeutig durch diese Gleichung charakterisiert.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Sei Py der Raum der Polynome von Grad kleiner gleich V.

Gegeben sei die Interpolationsaufgabe: Bestimme p € Py mit p(zg) = yg, £ = 0,..., N,
x, paarweise verschieden. Weiter seien die Lagrange—Polynome L, definiert durch

1. Zeigen Sie:



(a) Ly € Pn.

(b) Ly(xy) = 1.

(©) Li(z;) =0,k # .
2. Es sei

p(z) = Z YL ().

Zeigen Sie: p ist Losung der Interpolationsaufgabe.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Es sei zp = k, y, gegeben.

1. Geben Sie fiir N = 0,1, 2,3 das Polynom py € Py an mit p(zg) = yx, k =0,..., N.

2. Zu berechnen sei Iy = fON f(z)dz, N = 1,2,3. Es stehen nur die Werte von f an
den Stellen xy, yr. = f(xx), k =0... N, zur Verfiigung. Deshalb approximieren wir
Iy durch fON pn(x)dz. Geben Sie die sich ergebenden Formeln explizit an.
Hinweis: Man tut sich leichter, wenn man ein Programm zur symbolischen Formel-
manipulation benutzt.

3. Zu berechnen sei das Volumen V' eines Fasses. Bekannt ist, dass der Radius des
Fasses oben den Wert r hat, in der Mitte R, und unten wieder r. Die Hohe sei 2.
Berechnen Sie mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabenteil 2. eine Naherung an das
Volumen. Diese Formel stammt von Kepler.

Hinweis: Benutzen Sie das Polynom p € P, mit p(0) = r?, p(1) = R?, p(2) = r%.

Bemerkung: Die sich in 2. ergebenden Formeln heiffen Newton-Cotes—Formeln und sind
nacheinander Trapezregel, Keplersche Fassregel, Newtonsche 3/8-Regel. Falls Sie die Er-
gebnisse irgendwo abschreiben: Berticksichtigen Sie, dass das Grundintervall hier von 0
bis N geht.



