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Grundlagen und Erinnerung

Was bisher geschah

In Christoph’s Vortrag: Einfiihrung

e Fin verallgemeinertes n-Eck I' ist ein zusammenhéngender
bipartiter Graph mit Durchmesser n und Umfang 2n.

e Ist I dick, so besitzt I' eine Ordnung (s, ).

In Lara’s Vortrag: BRUCK-RYSER (1949)
e Sei n =3 und I endlich und dick. Es gelte s = 1,2 mod 4.
Dann gilt s = a? + b? fiir gewisse a,b € N,
e Idee: Verwende bestimmte Matrix B = AA” als Invariante
und studiere diese algebraisch.

Chris Hilmes
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Was bisher geschah

In Christoph’s Vortrag: Einfiihrung

e Fin verallgemeinertes n-Eck I' ist ein zusammenhéngender
bipartiter Graph mit Durchmesser n und Umfang 2n.

e Ist I dick, so besitzt I' eine Ordnung (s, ).

In Lara’s Vortrag: BRUCK-RYSER (1949)
e Sei n =3 und I endlich und dick. Es gelte s = 1,2 mod 4.
Dann gilt s = a? + b? fiir gewisse a,b € N,

e Idee: Verwende bestimmte Matrix B = AAT als Invariante
und studiere diese algebraisch.

Im heutigen Vortrag: FEIT-HIGMAN (1964)
e Sei I' endlich und dick. Dann gilt n € {2,3,4,6, 8}.
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@ Grundlagen und Erinnerung

@ Das geometrische Setup

@ Algebraische Ubersetzung

@ Beweis vom Theorem
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Grundlagen und Erinnerung

Definition

Eine C-Algebra A besteht aus
e einer (endlich dimensionalen) C-Vektorraum Struktur,

e ciner vertriglichen inneren Multiplikation A x A — A mit
14.
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Definition

Eine C-Algebra A besteht aus
e einer (endlich dimensionalen) C-Vektorraum Struktur,
e ciner vertriglichen inneren Multiplikation A x A — A mit
14.
Anders formuliert: A besteht aus
e einer Ring Struktur mit 14,
e ciner vertréiglichen duferen Multiplikation C x 4 — A.

e Mat, (C) ist eine C-Algebra mit A- B := AB.

e C(r,0) ist die von o und 7 frei erzeugte C-Algebra.
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Grundlagen und Erinnerung

Sei A eine C-Algebra. Ein A-(Links)Modul M ist besteht aus
e einer abelschen Gruppe (M, +)

e ciner vertréglichen Links-Multiplikation A x M — M.

Insbesondere tragt M via
A-m:=(Algy)m (AeCmeM)

eine C-Vektorraum Struktur.

e Der C-Vektorraum C™ ist ein Mat,,(C)-Modul mit
A-v:= Av.
e A ist ein Modul iiber sich selbst.
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(Halb)Einfachheit

Definition

Sei M # {0} ein A-Modul.
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(Halb)Einfachheit

Definition

Sei M # {0} ein A-Modul.

M heiftt einfach, wenn gilt:

U < M Untermodul = U =0 oder U = M.
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Grundlagen und Erinnerung Da

(Halb)Einfachheit

Definition

Sei M # {0} ein A-Modul.

M heiftt einfach, wenn gilt:
U < M Untermodul = U =0 oder U = M.

M heift halb-einfach, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e M ist direkte Summe von einfachen Untermoduln.
o Fiir alle U < M gibt es V < M sodass gilt: M =U & V.
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Grundlagen und Erinnerung Da

(Halb)Einfachheit

Definition

Sei M # {0} ein A-Modul.

M heiftt einfach, wenn gilt:
U < M Untermodul = U =0 oder U = M.

M heift halb-einfach, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e M ist direkte Summe von einfachen Untermoduln.
o Fiir alle U < M gibt es V < M sodass gilt: M =U & V.

A heiftt halb-einfach, wenn A als Modul iiber sich selbst
halb-einfach ist.
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Grundlagen und Erinnerung

Lemma iiber A-Module

Lemma

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann ist jeder einfache
A-Modul M isomorph zu einem Untermodul von A.

Theorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Lemma iiber A-Module

Lemma
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Lemma iiber A-Module

Lemma

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann ist jeder einfache
A-Modul M isomorph zu einem Untermodul von A.

Beweis.

e Sei m € M — {0} und betrachte den Homomorphismus:
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o M ist einfach, also ist ¢ surjektiv.

e Homomorphiesatz sagt M = 4/ ker(¢)-
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Lemma iiber A-Module

Lemma

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann ist jeder einfache
A-Modul M isomorph zu einem Untermodul von A.
Beweis.

e Sei m € M — {0} und betrachte den Homomorphismus:
¢o:A— M, x— xm

o M ist einfach, also ist ¢ surjektiv.
e Homomorphiesatz sagt M = 4 [xer(¢)-
e A ist halbeinfach, also ex. W < A mit A = ker(¢) @ W.
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Grundlagen und Erinnerung Das geom

Lemma iiber A-Module

Lemma

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann ist jeder einfache
A-Modul M isomorph zu einem Untermodul von A.

Beweis.

e Sei m € M — {0} und betrachte den Homomorphismus:

¢o:A— M, x— xm

M ist einfach, also ist ¢ surjektiv.

e Homomorphiesatz sagt M = 4 [xer(¢)-

e A ist halbeinfach, also ex. W < A mit A = ker(¢) & W.
e Zusammen erhalten wir M = ker(¢)@w/ker(¢) ~ .
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Grundlagen und Erinnerung

Theorem von Artin-Wedderburn

Definition

Sei A eine halb-einfache C-Algebra und M ein einfacher
A-Modul. Wir definieren: M(A) := @{W < A|W = M}.
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Definition
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Theorem (Artin-Wedderburn)
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Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr

Theorem von Artin-Wedderburn

Definition

Sei A eine halb-einfache C-Algebra und M ein einfacher
A-Modul. Wir definieren: M(A) := @{W < A|W = M}.

Theorem (Artin-Wedderburn)

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann gibt es (bis auf Iso.)
nur endlich viele einfache A-Moduln My, ..., M, und es gilt:

(i) M;(A) <A ist ein einfaches Ideal.

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr

Theorem von Artin-Wedderburn

Definition

Sei A eine halb-einfache C-Algebra und M ein einfacher
A-Modul. Wir definieren: M(A) := @{W < A|W = M}.

Theorem (Artin-Wedderburn)

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann gibt es (bis auf Iso.)
nur endlich viele einfache A-Moduln My, ..., M, und es gilt:

(i) M;(A) <A ist ein einfaches Ideal.
(i) A= M(A) x ... x M,(A).

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr

Theorem von Artin-Wedderburn

Definition

Sei A eine halb-einfache C-Algebra und M ein einfacher
A-Modul. Wir definieren: M(A) := @{W < A|W = M}.

Theorem (Artin-Wedderburn)

Sei A eine halb-einfache C-Algebra. Dann gibt es (bis auf Iso.)
nur endlich viele einfache A-Moduln My, ..., M, und es gilt:

(i) M;(A) <A ist ein einfaches Ideal.
(i) A= M(A) x ... x M,(A).
(i) M;(A) = Mat,,(C), wobei n; := dim M;.

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Beispiel zu Artin-Wedderburn

Betrachte die komplexe Algebra A = {

* ¥ ¥ OO
* ¥ ¥ OO

¥ ¥ ¥ OO
——

OOO* %
OOO* *
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Grundlagen und Erinnerung Das geom

Beispiel zu Artin-Wedderburn
53000
Betrachte die komplexe Algebra A = { <§ § * % *> }
00 * % %

Die C-Vektorrdume M; = C2 und My = C? werden mittels

Ax My — My, ((49),v) — Av
.AXMQ-)MQ,((‘S%),’U)HBU

zu nicht-isomorphen einfachen A-Links-Moduln.

Das Theorem von Feit und Higman
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische S Algebrais: S Beweis v

om Theorem

Beispiel zu Artin-Wedderburn
53000
Betrachte die komplexe Algebra A = { <§ § * % *> }
00 * % %

Die C-Vektorrdume M; = C2 und My = C? werden mittels

Ax My — My, ((49),v) — Av
.AXMQ-)MQ,((‘S%),’U)HBU

zu nicht-isomorphen einfachen A-Links-Moduln. Weiter gilt

10299 2008

* *

Aﬁ@@zz{ 00000 }EB{ 00000 }
00000 00000
00000 00000
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische S Algebrais: S Beweis v

om Theorem

Beispiel zu Artin-Wedderburn

Betrachte die komplexe Algebra A = { }
Die C-Vektorrdume M; = C2 und My = C? werden mittels

AleﬁMl,((é%),v)»—)Av
.AXMQ-)MQ,((‘S%),’U)HBU

OOO* %
OOO* *
* ¥ ¥ OO
* ¥ ¥ OO
* ¥ ¥ OO

zu nicht-isomorphen einfachen A-Links-Moduln. Weiter gilt

0828 01928
* *
Aﬁ@@zz{ 00000 }EB{ 00000 }
00000 00000
00000 00000
8328 09928 T
A&LA)::{ 00%00 }69{ 000%0 }@3{ 0000 *
00%00 0000 0000 *
00%00 0000 0000 =
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Beispiel zu Artin-Wedderburn

Mit Artin-Wedderburn erhalten wir damit die Zerlegung:

00
00 }
* %
* %
* %

at3(C)

[e]e]elen]en)
* * ¥ OO

5000 0
k%
A:Ml(A)ng(A):{ 00000 }x{ 0
00000 0
00000 0
M

= Matz(C) =
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Grundlagen und Erinnerung

Genug abstrakte Algebra (flirs erste...)
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Adjazenzmatrix

Sei I' = (V, E) ein (simplizialer) Graph.
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srundlagen und Erinnerung  Das geom [ 5 Algebrais: Ubers B 5 vom Theorem

Adjazenzmatrix

Sei I' = (V, E) ein (simplizialer) Graph. Fiir v,w € V setze

1, {v,w}eFE

a(v,w) :=
( ) 0, sonst
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Se Algebrais S¢ Beweis vom Theorem

Adjazenzmatrix

Sei I' = (V, E) ein (simplizialer) Graph. Fiir v,w € V setze

1, {v,w}eFE

a(v,w) :=
( ) 0, sonst

und definiere die Adjazenzmatrix von I' durch

Ad)(T) = (a(v,0)), ey

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Potenzen der Adjazenzmatrix

Lemma

Sei I' ein Graph und A := Adj(A) sowie A" = (an(v, w)) v
v, WE
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Potenzen der Adjazenzmatrix

Lemma

Sei I' ein Graph und A := Adj(A) sowie A" = (an(v, w)) v
v, WE

(i) Es gilt ap (v, w) = #{Wege der Lange n von v nach w}.
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Grundlagen und Erinnerung Das geom

Potenzen der Adjazenzmatrix

Lemma

Sei I' ein Graph und A := Adj(A) sowie A" = (an(v, w)) v
v, WE

(i) Es gilt ap (v, w) = #{Wege der Lange n von v nach w}.
(ii) Ist I' = K41 der vollstdndige Graph mit m + 1 Ecken.
Dann gilt:
Azzm-]l—i—(m—l)-A
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Grundlagen und Erinnerung

Potenzen der Adjazenzmatrix

Lemma

Sei I' ein Graph und A := Adj(A) sowie A" = (an(v, w)) v
v, WE

(i) Es gilt ap (v, w) = #{Wege der Lange n von v nach w}.
(ii) Ist I' = K41 der vollstdndige Graph mit m + 1 Ecken.
Dann gilt:
Azzm-]l—i—(m—l)-A

Bewelis.

(1) Leichte Induktion: Ein Weg von v nach w der Lénge n + 1
ist ein Weg der Lénge n von v zu einem Nachbarn u von w
und der Kante {u,w}.
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Set

Potenzen der Adjazenzmatrix

Lemma

Sei I' ein Graph und A := Adj(A) sowie A" = (an(v, w)) v
v, WE

(i) Es gilt ap (v, w) = #{Wege der Lange n von v nach w}.
(ii) Ist I' = K41 der vollstdndige Graph mit m + 1 Ecken.

Dann gilt:
A2=m-1+(m—-1)-A

Bewelis.

(1) Leichte Induktion: Ein Weg von v nach w der Lénge n + 1
ist ein Weg der Lénge n von v zu einem Nachbarn u von w
und der Kante {u,w}.

(ii) Folgt direkt aus (i).

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Vollstéandiger Graph

Der vollstandige Graph K4

C4 C3

C1 C2
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Grundlagen und Erinnerung Das geometr

Vollstéandiger Graph

Der vollstandige Graph K4

C4 C3

C1 C2
0111
. 1 011
A=Adj(E) =11 1 ¢ 4
1 1 10
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Vollstéandiger Graph

Wege ¢ ~» ¢; der Léange 2
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Vollstéandiger Graph

Wege c¢; ~» ¢; der Lange 2 Wege c¢1 ~» co der Lénge 2
3 2 2 2

A? =
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Vollstéandiger Graph

Wege c¢; ~» ¢; der Lange 2 Wege c¢1 ~» co der Lénge 2
3 2 2 2
2 3 2 2
2 _
A7 = 2 2 3 2
2 2 2 3
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Grundlagen und Erinnerung Das geometr

Vollstéandiger Graph

Wege c¢; ~» ¢; der Lange 2 Wege c¢1 ~» co der Lénge 2
3 2 2 2
2 3 2 2
2 pr— p— . .
A = 9 9 3 of = 3-1+2-A
2 2 2 3

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



lagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Das geometrische Setup

Sei I' = (V, E) ein endliches, dickes, verallgemeinertes n-Eck der
Ordnung (s,1t).
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Das geometrische Setup

Sei I' = (V, E) ein endliches, dickes, verallgemeinertes n-Eck der
Ordnung (s,1t).

e Betrachte den dualen Kammergraphen T’ mit
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Das geometrische Setup

Sei I' = (V, E) ein endliches, dickes, verallgemeinertes n-Eck der
Ordnung (s,1t).
e Betrachte den dualen Kammergraphen T’ mit
e Ecken: C := F (Kammern)
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Das geometrische Setup

Sei I' = (V, E) ein endliches, dickes, verallgemeinertes n-Eck der
Ordnung (s,1t).
e Betrachte den dualen Kammergraphen T’ mit

e Ecken: C := F (Kammern)
e Kanten: {ej, ez} bilden eine Kante 1< e; Neg € V.

e Da I' bipartit ist, ist r kantengefdrbt mit Farben 1,2.
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Das geometrische Setup

Sei I' = (V, E) ein endliches, dickes, verallgemeinertes n-Eck der
Ordnung (s,1t).
e Betrachte den dualen Kammergraphen T’ mit

e Ecken: C := F (Kammern)
e Kanten: {ej, ez} bilden eine Kante 1< e; Neg € V.

e Da I' bipartit ist, ist r kantengefdrbt mit Farben 1,2.
e Betrachte die einfarbigen Untergraphen Iy und Ty von T.

e Definiere die zugehorigen Adjazenzmatrizen:

S = Adj(Ty) T := Adj(T2)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes
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Die Dualisierung




Grundlagen und Erinnerung Das

Die Dualisierung




Die Dualisierung




Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beispiel: Die Graphen I’ und T

verallgemeinertes 2-Eck T’

C1 C4

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beispiel: Die Graphen I’ und T

verallgemeinertes 2-Eck T’

C1 C4

C3 Ce

Dualer Kammerngraph T

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Die Untergraphen f’l und fg

C1 Cq

C3 Ce

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beispiel: Die Untergraphen fl und fg

C1 [ 104
Cc3 Ce
Cl @—0C(C4

C20—0Cs

C3@——0C6

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



ung Das geometrische Setup

Beispiel: Die Matrizen S und T'

1 Cq

C3 Ce

011000
101000

- 110000
S=AdT)=14 0 ¢ 0 1 1
0007101
0007110

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beispiel: Die Matrizen S und T'

Cl @——m—0C(4

Coe——eCs
C3; @——0Cs
000100
000010

- 00000 1
T=Adi2)=11 ¢ ¢ 0 0 0

010000
001000

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beispiel: Die Matrizen S und T'

Cl @——m—0C(4

Coe——eCs

C3; @——0Cs
000100 010000
000010 100000
- 000001 000100
T=adjT2)=11 o 0000l ~loo100 0
010000 000001
001000 000010

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Die Matrizen S; und T},

Betrachte nun Produkte von den Matrizen S und 7':

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Matrizen S; und T},

Betrachte nun Produkte von den Matrizen S und 7':

Sk == STS... (k Faktoren)
Ty :=TST... (k Faktoren)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Matrizen S; und T},

Betrachte nun Produkte von den Matrizen S und 7':

Sk == STS... (k Faktoren)
Ty :=TST... (k Faktoren)

Wir erhalten

Sk(c,d) = #{Wege ¢ ~» d der Lange k vom Typ (1,2,1,...)}

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Matrizen S; und T},

Betrachte nun Produkte von den Matrizen S und 7':

Sk == STS... (k Faktoren)
Ty :=TST... (k Faktoren)

Wir erhalten
Sk(c,d) = #{Wege ¢ ~» d der Lange k vom Typ (1,2,1,...)}
und

Ti(c,d) = #{Wege ¢ ~» d der Lénge k vom Typ (2,1,2,...)}

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Matrizen S; und T},

Lemma

(i) S% =51+ (s —1)S ~ Eigenwerte: {—1,5}
T? = t1 + (t — 1)T ~ Eigenwerte: {—1,t}

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Matrizen S; und T},

(i) S% =51+ (s —1)S ~ Eigenwerte: {—1,5}
T? = t1 + (t — 1)T ~ Eigenwerte: {—1,t}
(i) Sp ="T,.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Matrizen S; und T},

Lemma

(i) S% =51+ (s —1)S ~ Eigenwerte: {—1,5}
T? = t1 + (t — 1)T ~ Eigenwerte: {—1,t}
() S = Ty
(iii) Die Matriz

1+S+T+So+To+...+Sn_1+Th14+Sn

hat tberall Einsen.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



ung Das geometrische Setup

Beispiel: Produkt(e) von S und T

0000 11
000 1 01
0007110
SZ_S'T_011000
101 000
1 10000

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



ung Das geometrische Setup

Beispiel: Produkt(e) von S und T

0000 11
000 1 01
0007110
SZ_S'T_011000
101 000
1 10000

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



ung Das geometrische Setup

Beispiel: Produkt(e) von S und T

0000 11
000 1 01
0007110
SZ_S'T_011000
101 000
1 10000

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Das geometrische Setup

Beispiel: Produkt(e) von S und T

1+S+T+ 5, =

e e e e
[ = S S Gy S gy S
O T gy sy
I e
g Sy
I T T N =y

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Zahlen s; und ¢

Betrachte Produkte der Zahlen s und ¢.

Sk := sts... (k Faktoren)
ty = tst... (k Faktoren)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Das geometrische Setup

Die Zahlen s; und ¢

Betrachte Produkte der Zahlen s und ¢.

Sk := sts... (k Faktoren)
ty = tst... (k Faktoren)

Fiir eine feste Kammer ¢ € C gilt somit:

s = #{Wege ¢ ~> ... der Linge k vom Typ (1,2,1,...)}
tr = #{Wege ¢ ~» ... der Lange k vom Typ (2,1,2,...)}

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Die Zahlen s; und ¢

Betrachte Produkte der Zahlen s und ¢.

Sk := sts... (k Faktoren)
ty = tst... (k Faktoren)

Fiir eine feste Kammer ¢ € C gilt somit:

s = #{Wege ¢ ~> ... der Linge k vom Typ (1,2,1,...)}
tr = #{Wege ¢ ~» ... der Lange k vom Typ (2,1,2,...)}

Insbesondere gilt s, = t,, also s =t falls n ungerade.
Fir N := #C erhalten wir:

N=1+s+t+sy+ts+...+8-1+th_1+ Sn
Also z.B. fiir n = 3:
N=1+4+s+s+5+s2+s=(s+1)(1+s5+5?)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Das geometrische Setup

Mit der geometrischen Summenformel erhalten wir:

(s+1)s=t n ungerade

(s+1)(t+ 1)%, n = 2l gerade

Ny(s,t) = {

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beiunsist n=2-1=2-1mit s=2und ¢t = 1:

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Beispiel: Formel fiir die Anzahl Kammern

1 Cq

Beiunsist n=2-1=2-1mit s=2und ¢t = 1:

2-1) -1

=3-2-1=6.
2-1-1 3

No(2,1) = (24 1)(1 + 1)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Kammern der Fano-Ebene

Die Fano-Ebene hat die Parameter n =3, s =t = 2:

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Kammern der Fano-Ebene

Die Fano-Ebene hat die Parameter n =3, s =t = 2:

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Kammern der Fano-Ebene

Also hat der Inzidenzgraph (das assoziierte Gebaude) 21 Kanten
(Kammern).

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Zusammenfassung

I' endliches dickes verallg. n-Eck der Ordnung (s, t).

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



lagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Zusammenfassung

I' endliches dickes verallg. n-Eck der Ordnung (s, t).

e Dualisierung: T' ~» T’

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Zusammenfassung

I' endliches dickes verallg. n-Eck der Ordnung (s, t).
e Dualisierung: T' ~» T’
o Zerlegung: T' =T UTy

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Zusammenfassung

I' endliches dickes verallg. n-Eck der Ordnung (s, t).
e Dualisierung: T' ~» T’
o Zerlegung: T' =T UTy
e Matrizen: S = Adj(I';) und 7' = Adj(T'y)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup

Zusammenfassung

I' endliches dickes verallg. n-Eck der Ordnung (s, t).

e Dualisierung: T' ~» T’
o Zerlegung: T' =T UTy
e Matrizen: S = Adj(I';) und 7' = Adj(T'y)

e Gleichungen:

S? =51+ (s—1)S

T?=t1+ (t—1)T
STS.., = TST..,
SN—— SN——

n Faktoren n Faktoren

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



lagen und Erinn ng Das geometr S Algebraische Ubersetzung B

Algebraische Ubersetzung

e Betrachte den komplexen Vektorraum C[C] mit der Basis C.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Algebraische Ubersetzung

e Betrachte den komplexen Vektorraum C[C] mit der Basis C.

e Erhalte darauf das Skalarprodukt (positiv definite
hermitesche Sesquilinearform):

(Z ZcC, Z ch> = Z TelYe

ceC ceC ceC

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Algebraische Ubersetzung

e Betrachte den komplexen Vektorraum C[C] mit der Basis C.

e Erhalte darauf das Skalarprodukt (positiv definite
hermitesche Sesquilinearform):

(Z ZcC, Z ch> = Z TelYe

ceC ceC ceC

¢ Fiir komplexe Matrizen X,Y € Matc¢(C) setze

(X,Y) = tr(X*Y)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinn g g Setuy Algebraische Ubersetzung B

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Theorem von Feit und Higma: ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinn g g S Algebraische Ubersetzung B

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

(i) (X,Y)=0 fir X,Y e Bmit X £Y.

Theorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinn g g S Algebraische Ubersetzung B

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

(i) (X,Y) =0 fir X,Y e Bmit X £Y.
(ii) <Sk,Sk> = SkN

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



wgen und Erinnerung Das geom 1e Setuy Algebraische Ubersetzung

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

1) (X, Y)Y=0 fir X,)YeBmit X#Y.
(ii) <Sk, Sk> = SkN
(iil) (T, Tk) = txN

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



wgen und Erinnerung Das geom 1e Setuy Algebraische Ubersetzung

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

1) (X, Y)Y=0 fir X,)YeBmit X#Y.
(ii) <Sk, Sk> = SkN
(iil) (T, Tk) = txN

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

1) (X, Y)Y=0 fir X,)YeBmit X#Y.
(ii) <Sk, Sk> = SkN
(iil) (T, Tk) = txN

Beweis.

e Jede Zeile in Sy hat s, von 0 verschiedene Eintrige die
jeweils 1 sind.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

1) (X, Y)Y=0 fir X,)YeBmit X#Y.
(ii) <Sk, Sk> = SkN
(iil) (T, Tk) = txN

Beweis.

e Jede Zeile in Sy hat s, von 0 verschiedene Eintrige die
jeweils 1 sind.

e S, hat N Zeilen.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte die Menge B := {1,5,T,S9,Ts, ..., Sn—1, Tn—1, Sn }.

Lemma

1) (X, Y)Y=0 fir X,)YeBmit X#Y.
(ii) <Sk, Sk> = SkN
(iil) (T, Tk) = txN

Beweis.

e Jede Zeile in Sy hat s, von 0 verschiedene Eintrige die
jeweils 1 sind.

e S, hat N Zeilen.
o <Sk, Sk> = tl"(SkTSk) = NSk

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinn g geom S Algebraische Ubersetzung

Wir betrachten die von B erzeugte Unteralgebra

A := (B)alg. € Mate(C)

Theorem von Feit und Higma: ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Wir betrachten die von B erzeugte Unteralgebra
A := (B)alg. € Mate(C)
und die abstrakte (Hecke)-Algebra
o2 =s+(s—1)o,
H(s,t,n) == @7 /p wobei R := { T =t+(t o, }

JgT0... = TO0T...
—— =
n Fak. n Fak.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Wir betrachten die von B erzeugte Unteralgebra
A := (B)alg. € Mate(C)
und die abstrakte (Hecke)-Algebra
o2 =s+(s—1)o,
H(s,t,n) == @7 /p wobei R := { T =t+(t o, }

JgT0... = TO0T...
—— =
n Fak. n Fak.

e Via 0 — 5,7 +— T erhalten wir einen Epimorphismus

H(s,t,n) - A

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Wir betrachten die von B erzeugte Unteralgebra
A := (B)alg. € Mate(C)
und die abstrakte (Hecke)-Algebra
o2 =s+(s—1)o,
H(s,t,n) == @7 /p wobei R := { T =t+(t o, }

JgT0... = TO0T...
—— =
n Fak. n Fak.

e Via 0 — 5,7 +— T erhalten wir einen Epimorphismus
H(s,t,n) - A

e Das ist sogar ein Isomorphismus. (!)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Algebraische Ubersetzung B

Wir betrachten die von B erzeugte Unteralgebra
A= <B>A1g. C Matc((C)
und die abstrakte (Hecke)-Algebra

o2 =s+ (s —1)o,
2 _
H(s,t,n) = 07 /5 wobei R::{ T =t+(t—1)o, }

JgT0... = TO0T...
—— =
n Fak. n Fak.

e Via 0 — 5,7 +— T erhalten wir einen Epimorphismus
H(s,t,n) - A

e Das ist sogar ein Isomorphismus. (!)

e BB ist eine Basis fiir A und es gilt somit dimc(A) = 2n.

Chris Hilmes

Das Theorem von Feit und Higman



Betrachte C[C] als .A-Modul.

Das Theorem von Feit und Higman



Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.
(i) Sei I < A beidseitiges Ideal = I selbstady., d.h. I* =1.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.
(i) Sei I < A beidseitiges Ideal = I selbstady., d.h. I* =1.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.
(i) Sei I < A beidseitiges Ideal = I selbstady., d.h. I* =1.

Beweis von (ii).
e SeiY €It und X €1.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.
(i) Sei I < A beidseitiges Ideal = I selbstady., d.h. I* =1.

Beweis von (ii).
e SeiY €It und X € I.
e Wir erhalten SX € I und somit (Y, SX) = 0.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.
(iii) Sei I < A beidseitiges Ideal = I selbstady., d.h. I* =

Beweis von (ii).
e SeiY €It und X € I.
e Wir erhalten SX € I und somit (Y, SX) = 0.

o Wegen §* = S erhalten wir somit:

(SY, X) = (Y,5X) =0

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Betrachte C[C] als .A-Modul.

Lemma

(i) Sei H < C[C] A-invariant = H* A-invariant.
(ii) Sei I < A Links-Ideal = I+ < A Links-Ideal.
(i) Sei I < A beidseitiges Ideal = I selbstady., d.h. I* =1.

Beweis von (ii).
e SeiY €It und X € I.
e Wir erhalten SX € I und somit (Y, SX) = 0.

o Wegen §* = S erhalten wir somit:
(SY,X)=(Y,5X)=0

e Also gilt SY € I'*. Zeige analog TY € I+

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Zerlegung der Algebra A

Nach dem vorigen Lemma ist A insbesondere halb-einfach.

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



SGrundlagen und Erinnerung Das geomet: 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zerlegung der Algebra A

Nach dem vorigen Lemma ist A insbesondere halb-einfach.
¢ (Artin-Wedderburn) = 3 einfache Iy, .., I, < A mit
Ij = Matk]. ((C)
A= x ... x I,

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zerlegung der Algebra A

Nach dem vorigen Lemma ist A insbesondere halb-einfach.
¢ (Artin-Wedderburn) = 3 einfache Iy, .., I, < A mit

Ij = Matk].((C)
A= x ... x I,

¢ (Lemma (ii)) = Die I; sind paarweise orthogonal.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zerlegung der Algebra A

Nach dem vorigen Lemma ist A insbesondere halb-einfach.
¢ (Artin-Wedderburn) = 3 einfache Iy, .., I, < A mit
Ij = Matk]. ((C)
A= x ... x I,

¢ (Lemma (ii)) = Die I; sind paarweise orthogonal.
e Seiej € Adie 1in Ij ~ eje; € I; NI, = {0}.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zerlegung der Algebra A

Nach dem vorigen Lemma ist A insbesondere halb-einfach.
¢ (Artin-Wedderburn) = 3 einfache Iy, .., I, < A mit

Ij = Matk].((C)
A= x ... x I,

¢ (Lemma (ii)) = Die I; sind paarweise orthogonal.
e Seiej € Adie 1in Ij ~ eje; € I; NI, = {0}.

o (Lemma (iil)) = I7 = I; ~ €] = ¢,

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Zerlegung von CIC] als A-Modul

Das Theorem von Feit und Higman



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zerlegung von CIC] als A-Modul

e Setze N; :=ker(1 —e;) C C[C] (also v € N; & ejv =)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zerlegung von CIC] als A-Modul

e Setze N; :=ker(1 —e;) C C[C] (also v € N; & ejv =)
e Erhalte die orthogonale Zerlegung: C[C] = N; & ... & N,

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Zerlegung von CIC] als A-Modul

e Setze N; :=ker(1 —e;) C C[C] (also v € N; & ejv =)
e Erhalte die orthogonale Zerlegung: C[C] = N; & ... & N,
e Die Nj sind I; = Maty, (C)-Moduln.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung

Zerlegung von CIC] als A-Modul

e Setze N; :=ker(1 —e;) C C[C] (also v € N; & ejv =)

e Erhalte die orthogonale Zerlegung: C[C] = N; & ... & N,

e Die Nj sind I; = Maty, (C)-Moduln.

e (Lemma (i)) = N; lésst sich in eine orthogonale Summe
einfacher Untermoduln zerlegen.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung Beweis vom

Zerlegung von CIC] als A-Modul

e Setze N; :=ker(1 —e;) C C[C] (also v € N; & ejv =)
Erhalte die orthogonale Zerlegung: C[C] 2 N1 & ... ® N,
Die Nj sind I; = Maty, (C)-Moduln.

(Lemma (i)) = Nj ldsst sich in eine orthogonale Summe
einfacher Untermoduln zerlegen.

(Artin-Wedderburn) = 3M; einfacher I;-Modul mit

N; 2 M; & ..o M;
N——

m; mal

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung

Zerlegung von CIC] als A-Modul

Setze N := ker(1 —e;) € C[C] (also v € N; & ejv =v)
Erhalte die orthogonale Zerlegung: C[C] 2 N1 & ... ® N,
Die Nj sind I; = Maty, (C)-Moduln.

(Lemma (i)) = Nj ldsst sich in eine orthogonale Summe
einfacher Untermoduln zerlegen.

(Artin-Wedderburn) = 3M; einfacher I;-Modul mit

N; 2 M; & ..o M;
N——

m; mal

Setze d; := dim(M;) und erhalte:

tr(ej) = dim(Nj) = mjdj

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



lagen und Erinn ng Das geometr S Algebraische Ubersetzung B

Zusammenfassung

e Halbeinfache Algebra: A= (B) = (1,5,T,Ts,Ss, ..., Sn)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das g Setuy Algebraische Ubersetzung B

Zusammenfassung

e Halbeinfache Algebra: A= (B) = (1,5,T,Ts,Ss, ..., Sn)

e Zerlegung von A in einfache Ideale:

AT x ... x I,

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Zusammenfassung

e Halbeinfache Algebra: A= (B) = (1,5,T,Ts,Ss, ..., Sn)

e Zerlegung von A in einfache Ideale:
AT x ... x I,
e Zerlegung von C[C] in einfache I;-Moduln:

ClCl=ZM™®...e M™

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung

Zusammenfassung

Halbeinfache Algebra: A = (B) = (1,S5,T,T5, 53, ..., Sn)

Zerlegung von A in einfache Ideale:

AT x ... x I,

Zerlegung von C[C] in einfache I;-Moduln:

ClCl=ZM™®...e M™

Neues Ziel: Bestimmung der Vielfachheiten m;.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr S Algebraische Ubersetzung

Die Charakterformel

Da B eine Orthogonalbasis ist, erhalten wir die Darstellung

€ = Z <eZ],Z> Z
zZeB

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das g Setuy Algebraische Ubersetzung B

Die Charakterformel

Da B eine Orthogonalbasis ist, erhalten wir die Darstellung

€ = Z <eZJ,Z> Z
zZeB

und somit:

e, X) (e;,Y
(eivep) = 2 Y (X Y)
XeBYeB

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Algebraische Ubersetzung B

Die Charakterformel

Da B eine Orthogonalbasis ist, erhalten wir die Darstellung

ej = Z <eij>Z

(2,2)
ZeB
und somit:

(ej,€j) =

N (D) ¢

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Die Charakterformel

Da B eine Orthogonalbasis ist, erhalten wir die Darstellung

7
€ = Z <<eZJ,Z>>Z

und somit:

(ej,€5) = Xy vy (X Y)
XeBYeB
_ <6'7Z> <6‘,Z> _ |<6',Z>|2
=) @n 5% 2) =) "
zZeB zeB

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Die Charakterformel

Da B eine Orthogonalbasis ist, erhalten wir die Darstellung

7
€ = Z <<eZJ,Z>>Z

und somit:

(ej,€5) = Xy vy (X Y)
XeBYeB
_ <6'7Z> <6‘,Z> _ |<€',Z>|2
=2 wn wn\ %2 =), 5
7B ZeB

Andererseits gilt:

(ej,e;) = tr(ejej) = tr(eje;) = tr(e;) = m;d,;

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



srundlagen und Erinnerung Das geom S Algebraische Ubersetzung B

Die Charakterformel

Zusammen erhalten wir damit die Charakterformel:

e el
mydj =Y NET-
ZeB

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



SGrundlagen und Erinnerung Das geomet: 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Die Charakterformel

Zusammen erhalten wir damit die Charakterformel:

e el
myd; =Y Y
ZeB

Dabei gilt:

(ej, Z) = tr(e;Z) = tr(Z|n;) = mjtr(Z]Mj)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Die Charakterformel

Zusammen erhalten wir damit die Charakterformel:

_ I{e;,2Z)|?
mid; = Z7)
zZeB

Dabei gilt:
(). 2) = tr(e;Z) = tr(Z|n;) = myte(Zas,)

und

N, Z=
(2,7)= 2
4N, Z =T

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Konstruktion von A-Moduln

Da A= H(s,t,n) = @7 /p ist jeder A-Modul M 2= C¢ durch
zwei Matrizen P, Q € Maty(C) mit

P? =51+ (s—1)P,
R— Q*=tl+(t—1)Q,
N PQP... = QPQ...
—— N —
n Fak. n Fak.

eindeutig festgelegt.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung

Konstruktion von A-Moduln

Da A= H(s,t,n) = @7 /p ist jeder A-Modul M 2= C¢ durch
zwei Matrizen P, Q € Maty(C) mit

P? =51+ (s—1)P,
R— Q*=tl+(t—1)Q,
N PQP... = QPQ...
—— N —
n Fak. n Fak.

eindeutig festgelegt. Diesen bezeichnen wir mit
M(P,Q)

Insbesondere haben P und @ haben ihre Eigenwerte in {—1, s}
bzw {—1,t}.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1-dim. A-Moduln

Fiir n ungerade sind
M(_la _1)7 M(87 8)

nicht isomorphe einfache 1-dim. A-Moduln.

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

1-dim. A-Moduln

Fiir n ungerade sind
M(—1,-1), M(s,s)
nicht isomorphe einfache 1-dim. A-Moduln.
Fiir n gerade sind
M(-1,-1), M(-1,t), M(s,—1), M(s,t)

nicht isomorphe einfache 1-dim. A-Moduln.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Vielfachheit von M (s, t)

Sei m die Vielfachheit von M (s,t).

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



ndlagen und Erinn ng Das geometr S Algebraische Ubersetzung B

Vielfachheit von M (s, t)
Sei m die Vielfachheit von M (s,t). Benutze Charakterformel:

2 2
m-d— Z m tr Z|M)
zZeB

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



SGrundlagen und Erinnerung Das geomet: 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Vielfachheit von M (s, t)
Sei m die Vielfachheit von M (s,t). Benutze Charakterformel:

2 2
m-d— Z m tr Z|M)
zZeB

Die Summanden haben in diesem Fall die Form

m2(8atb)2 - m2 atb

N(sitt) ~ N°

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische Setuy Algebraische Ubersetzung B

Vielfachheit von M (s, t)
Sei m die Vielfachheit von M (s,t). Benutze Charakterformel:

2 2
m-d— Z m tr Z|M)
zZeB

Die Summanden haben in diesem Fall die Form

mQ(Satb)2 - m2 atb

N(sitt) ~ N°
Wir erhalten also insgesamt:

m2 2
W(1+s+t+32+1t2+...+sn_1+tn_1+sn):m

=N

m-1=

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geome che Se Algebraische Ubersetzung Beweis vo

Vielfachheit von M (s, t)
Sei m die Vielfachheit von M (s,t). Benutze Charakterformel:

2 2
m-d— Z m tr Z|M)
zZeB

Die Summanden haben in diesem Fall die Form

mQ(Satb)2 - m2 atb

N(sitt) ~ N°
Wir erhalten also insgesamt:

m2 2
W(1+s+t+32+1t2+...+sn_1+tn_1+sn):m

=N

m-1=

und somit m = 1.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



2-dim. A-Moduln
Wir wihlen folgenden Ansatz:
P=(§%), Q=(%3)

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln
Wir wihlen folgenden Ansatz:
P=(§%), Q=(%3)

@ soll die Eigenwerte —1,¢ haben. Es soll also gelten:

r+y=tr(Q)=t—1
zy — 2% = det(Q) = —t

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln
Wir wihlen folgenden Ansatz:
P=(§%), @=(})
@ soll die Eigenwerte —1,¢ haben. Es soll also gelten:

r+y=tr(Q)=t—1
zy — 2% = det(Q) = —t

Fiir die Matrix PQ erhalten wir das charakteristische Polynom:

x(X) = X2 — tr(PQ)X + det(PQ)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln
Wir wihlen folgenden Ansatz:
P=(§%), @=(})
@ soll die Eigenwerte —1,¢ haben. Es soll also gelten:

r+y=tr(Q)=t—1
zy — 2% = det(Q) = —t

Fiir die Matrix PQ erhalten wir das charakteristische Polynom:
x(X) = X2 — tr(PQ)X + det(PQ)
und wegen det(PQ) = det(P) det(Q) = st somit die Eigenwerte:

2
L=l 44 st — (tr({;@))

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom 5 Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln

Wir wéhlen fiir 0 < 8 < 7 den Ansatz

ot = Vst exp(%if)

Theorem von Feit und Higma: ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom 5 Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln

Wir wéhlen fiir 0 < 8 < 7 den Ansatz
ax = /st exp(+if)

Wir erhalten

cos(f) = 7“2(55)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

2-dim. A-Moduln

Wir wéhlen fiir 0 < 8 < 7 den Ansatz
ax = /st exp(+if)
Wir erhalten

cos(f) = %

und setzen

Ny := 2V/stcos(h) = tr(PQ) = sz —y

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln

Wir wéhlen fiir 0 < 8 < 7 den Ansatz
ax = /st exp(+if)

Wir erhalten
cos(f) = u(PQ)

2V/st
und setzen
Ny := 2V/stcos(h) = tr(PQ) = sz —y
Wegen z +y =t — 1 und oy — 2?> = —t erhalten wir somit

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln

Wir wéhlen fiir 0 < 8 < 7 den Ansatz
ax = /st exp(+if)

Wir erhalten
cos(f) = u(PQ)

2V/st
und setzen
Ny := 2V/stcos(h) = tr(PQ) = sz —y
Wegen z +y =t — 1 und oy — 2?> = —t erhalten wir somit

=142 s(t—1)—x o
Ty = S+19,y9.—$undzo.—vxy+t

Das Theorem von Feit und Higman

Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom S Algebraische Ubersetzung B

2-dim. A-Moduln

Lo <o

Wir setzen nun Q(0) := 2
0 0

Das Theorem von Feit und Higma, ‘hris Hilmes



SGrundlagen und Erinnerung Das geomet: 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

2-dim. A-Moduln

Wir setzen nun Q(0) := (ie ;0>
0 0

Lemma

Fir 0 < j < § betrachte 0; := 2%] Es gilt:

PQ(0;)P... = Q(0;)PQ(0))...

n Faktoren n Faktoren

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geom S Algebraische Ubersetzung

2-dim. A-Moduln

Wir setzen nun Q(0) := (ie ;0>
0 0

Lemma

Fir 0 < j < § betrachte 0; := 2%] Es gilt:

PQ(0;)P... = Q(0;)PQ(0))...

n Faktoren n Faktoren

Beweis. Rechnen rechnen rechnen ...

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuy Algebraische Ubersetzung B

Fiir den A-Modul M (P, Q) setze d = dim M (P, Q) und

[(P, Q) = <P, Q>Alg. g Matd((C)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Fiir den A-Modul M (P, Q) setze d = dim M (P, Q) und

[(P, Q) = <P, Q>Alg. g Matd((C)

Proposition

Wenn n = 2l + 1 ungerade ist, gilt

A= I(=1,-1) x I(s,s) x I(P,Q(61)) x ... x I(P,Q(6)))

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Fiir den A-Modul M (P, Q) setze d = dim M (P, Q) und

[(P, Q) = <P, Q>Alg. g Matd((C)

Proposition
Wenn n = 2l + 1 ungerade ist, gilt

A=2T(—1,-1) x I(s,s) x I(P,Q(61)) x ... x I(P,Q(6;))
und wenn n = 2] gerade ist, gilt

A=T(—1,-1) x I(—1,t) x I(s,—1) x I(s,t)
x I(P,Q(61)) X ... x I(P,Q(0;—1))

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1e Setuj Algebraische Ubersetzung

Fiir den A-Modul M (P, Q) setze d = dim M (P, Q) und

[(P, Q) = <P, Q>Alg. g Matd((C)

Proposition
Wenn n = 2l + 1 ungerade ist, gilt
A=2T(—1,-1) x I(s,s) x I(P,Q(61)) x ... x I(P,Q(6;))
und wenn n = 2] gerade ist, gilt
A=T(—1,-1) x I(—1,t) x I(s,—1) x I(s,t)
X I(PaQ(el)) K. X I(P7Q(0l—l))

Beweis. Dimensionsvergleich.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup  Algebraische Ubersetzung Beweis vom Theorem

Beispiel: Zerlegung fiir die Fano-Ebene

Betrachte die ganze Situation fiir die Fano-Ebene.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup Algebraische Ubersetzung

Beispiel: Zerlegung fiir die Fano-Ebene

Betrachte die ganze Situation fiir die Fano-Ebene.
Es gilt hier S,T € Matg;(C) und

A=(1,8,T,ST,TS,STS)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setup Algebraische Ubersetzung

Beispiel: Zerlegung fiir die Fano-Ebene

Example

Betrachte die ganze Situation fiir die Fano-Ebene.
Es gilt hier S,T € Matg;(C) und

A=(1,8,T,8T,TS,STS)
Diese C-Algebra hat nun folgende Zerlegung:

A= I(-1,-1) x I(2,2) x I(P,Q(%))

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



eometrische Setup  Algebraische Ubersetzung  Beweis vom

Grundlagen und Erinnerung Da

Beispiel: Zerlegung fiir die Fano-Ebene

Betrachte die ganze Situation fiir die Fano-Ebene
Es gilt hier S,T € Matg;(C) und

A=(1,8,T,ST,TS,STS)

Diese C-Algebra hat nun folgende Zerlegung:
A2 I(—1,-1) x I(2,2) x I(P,Q(%))
-1 V14
Dabei gilt P = (3 %) und Q(%) = (;;j J )
3 3

Chris Hilmes

Das Theorem von Feit und Higman



Grundlagen und Erinnerung Das geome che Se Algebraische Ubersetzung Beweis

Vielfachheiten der Moduln

Lemma

Seil<j<g,0;= 2% und m die Vielfachheit von M (P, Q(6;))

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geome che Se Algebraische Ubersetzung Beweis

Vielfachheiten der Moduln

Lemma

Seil<j<g,0;= 2% und m die Vielfachheit von M (P, Q(6;))

(1) Fir n > 3 ungerade gilt:

2N = mn (2 + #s(oy) (5751)2>

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Setuj Algebraische Ubersetzung Beweis vom

Vielfachheiten der Moduln

Lemma

Seil<j<g,0;= 2% und m die Vielfachheit von M (P, Q(6;))

(1) Fir n > 3 ungerade gilt:

2N = mn (2 + #s(oy) (571)2>

S

(ii) Fiir n > 4 gerade gilt:

s—1)2 t—1)2 s—1)(t—1
2N:mn(2+1_w;(29j)(( L1 82D 19 cos(9;) L= \}(7 )))

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geome che Se Algebraische Ubersetzung Beweis vom Theorem

Vielfachheiten der Moduln

Beweisidee.

Benutze die Charakterformel und erhalte fiir n > 3 ungerade die
Gleichung:

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geome che Se Algebraische Ubersetzung Beweis

Vielfachheiten der Moduln

Beweisidee.

Benutze die Charakterformel und erhalte fiir n > 3 ungerade die
Gleichung:

1 s s s2l+1

2 (tr(ﬂ)Z 4 tr(P)? 4 tr(Q)2 N tr((PQ)lP)2>

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Vielfachheiten der Moduln

Beweisidee.

Benutze die Charakterformel und erhalte fiir n > 3 ungerade die
Gleichung:

o — %2<tr(1)2 4 tr(P)? 4 tr(Q)? N tr((PQ)lP)2>

1 s s s2l+1

sowie fiir n > 4 gerade:

_ m?2 [ tr(1)? tr(P)?2 tr(Q)2 tr((PQ)%)?
om = 7 (MR PR QR | w(PQYP)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung

Vielfachheiten der Moduln

Beweisidee.

Benutze die Charakterformel und erhalte fiir n > 3 ungerade die
Gleichung:

o — %2<tr(1)2 4 tr(P)? 4 tr(Q)? N tr((PQ)lP)2>

1 s s s2l+1

sowie fiir n > 4 gerade:

2m = 12 (tr(f)? G . (o) O tr((PQl)l)z)

(st)

Und jetzt ganz viele Additionstheoreme... O

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinn g g 5 g ng Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma

Lemma

Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



wgen und Erinnerung Das geometr 1€ S gebra 1 ) ng Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma
Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Beweis.
e Betrachte 6 = 2% und z = exp(if) = cos(f) + isin(6).

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1€ S gebra 1 ) ng Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma
Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Beweis.
e Betrachte 6 = 2% und z = exp(if) = cos(f) + isin(6).
e [Q(2) : Q] = ¢(m) (Euler’sche ¢-Funktion)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma
Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Beweis.
e Betrachte 6 = 2% und z = exp(if) = cos(f) + isin(6).
e [Q(2) : Q] = ¢(m) (Euler’sche ¢-Funktion)
e Wegen sin?(f) + cos?() = 1 erhalten wir:

22 = (cos(0) +isin(6))? = 2 cos?(A) + 2i cos(0) sin(f) — 1

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



ung Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma
Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Beweis.
e Betrachte 6 = 2% und z = exp(if) = cos(f) + isin(6).
e [Q(2) : Q] = ¢(m) (Euler’sche ¢-Funktion)
e Wegen sin?(f) + cos?() = 1 erhalten wir:

22 = (cos(0) +isin(6))? = 2 cos?(A) + 2i cos(0) sin(f) — 1

e Fiir p(X) = X2 —2cos(0)X + 1 gilt also p(z) = 0 und
somit ¢(m) < 2.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



ung Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma

Lemma

Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Beweis.

Betrachte 6 = 2% und z = exp(if) = cos(f) + isin(6).
[Q(2) : Q] = ¢(m) (Euler’sche ¢-Funktion)

Wegen sin?(0) + cos?(0) = 1 erhalten wir:

22 = (cos(0) +isin(6))? = 2 cos?(A) + 2i cos(0) sin(f) — 1

Fiir p(X) = X? — 2cos(0) X + 1 gilt also p(z) = 0 und
somit ¢(m) < 2.
Falls m > 3 ungerade gilt: ¢(m) > /m, also m = 3.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1€ S \lgebraische Ubers ung Beweis vom Theorem

Cosinus-Lemma

Lemma

Sei m € N und cos(22) € Q. Dann gilt m € {1,2,3,4,6}.

Beweis.

Betrachte 6 = 2% und z = exp(if) = cos(f) + isin(6).
[Q(2) : Q] = ¢(m) (Euler’sche ¢-Funktion)

Wegen sin?(0) + cos?(0) = 1 erhalten wir:

22 = (cos(0) +isin(6))? = 2 cos?(A) + 2i cos(0) sin(f) — 1

Fiir p(X) = X? — 2cos(0) X + 1 gilt also p(z) = 0 und
somit ¢(m) < 2.

Falls m > 3 ungerade gilt: ¢(m) > /m, also m = 3.

e Falls m > 2 gerade gilt: p(m) > %\/m, also m = 2,4, 6.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Srundlagen und Erinn g Das geometr 5 gebra > ng Beweis vom Theorem

Feit-Higman

Theorem (Feit-Higman)

Sei T'(s,t) ein endliches dickes verallg. n-Eck. Dann gilt

n € {2,3,4,6,8}

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Beweis von Feit-Higman

Sei zunéchst n > 3 ungerade, also s =t > 2.

heorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



lagen und Erinn ng Das geometr 5 gebrais Ubers ng Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei zunéchst n > 3 ungerade, also s =t > 2.

e Betrachte 61 = 27”

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1€ S \Igebrais Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei zunéchst n > 3 ungerade, also s =t > 2.
e Betrachte 61 = 27”
e Die Vielfachheit m des Modul M (P, Q(61)) erfiillt

N — mn(2 n #S(oﬂ(s_sﬁ)

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1€ S \Igebrais Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei zunéchst n > 3 ungerade, also s =t > 2.
e Betrachte 61 = 27”
e Die Vielfachheit m des Modul M (P, Q(61)) erfiillt

N — mn(2 n #S(oﬂ(s_sﬁ)

e Wir erhalten cos(#;) € Q.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geom ische S Algebrais Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei zunéchst n > 3 ungerade, also s =t > 2.
Betrachte 61 = 27”
Die Vielfachheit m des Modul M (P, Q(0;)) erfiillt

N — mn(2 n #s(ol)(sjP)

Wir erhalten cos(6;) € Q.

Das Cosinus-Lemma erzwingt n = 3.
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Srundlagen und Erinnerung Das geom S geb 5 Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

Theorem von Feit und Higman ‘hris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1€ S \lgebraische Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

e Die Vielfachheit m; des Modul M (P, Q(6;)) erfiillt

s—1)2 | (t-1)? s—1)(t—1
2N:mjn(2+1_coé(29j)(( s) 4.( t) +2005(0j)7( \}% )))
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Grundlagen und Erinnerung Das geometr 1€ S \lgebraische Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

e Die Vielfachheit m; des Modul M (P, Q(6;)) erfiillt

s—1)2 | (t—1)2 s—1)(t—1
2N:mjn(2+1_coé(29j)(( s) 4.( t) +2005(0j)7( \}% )))

e Es gilt nun:

cos(f;—1) = cos(m — 2X) = — cos(—2) = — cos(2Z) = — cos(6;)
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische S Algebraische Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

e Die Vielfachheit m; des Modul M (P, Q(6;)) erfiillt

s5—1)2 —1)2 s—1)(t—1
2N:mjn(2+1—co;(29j)(( s) +(t t) +2COS(0j)( \}g )>)

e Es gilt nun:

cos(f;—1) = cos(m — 2X) = — cos(—2) = — cos(2Z) = — cos(6;)

e Erhalte dhnlich auch cos(26;_1) = cos(26,).

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes



Grundlagen und Erinnerung Das geometrische S Algebraische Ubers ung Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

Die Vielfachheit m; des Modul M (P, Q(6;)) erfiillt

s—1)% | (t—1)2 s—1)(t—1
2N = mjn(2+1—co;(29j) (( ) +(t t ) +2 COS(HJ')M))

E Vst
e Es gilt nun:
cos(f;—1) = cos(m — 2X) = — cos(—2) = — cos(2Z) = — cos(6;)
e Erhalte dhnlich auch cos(26;_1) = cos(26,).

Addition der Formeln fiir j = 1,1 — 1 ergibt cos(26;) € Q.
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Se Algebraische Uberse ng Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

e Die Vielfachheit m; des Modul M (P, Q(6;)) erfiillt

s5—1)2 —1)2 s—1)(t—1
2N = mjn(2+1—co;(29j) (( S) +(t t) +2COS(0j)( \}% )>)

e Es gilt nun:

cos(0;_1) = cos(m — 2Z) = — cos(—2Z) = — cos(2Z) = — cos(6;)
e Erhalte dhnlich auch cos(26;_1) = cos(26,).
e Addition der Formeln fiir j = 1,1 — 1 ergibt cos(26;) € Q.

e Das Cosinus-Lemma erzwingt § € {2,3,4,6}.
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Grundlagen und Erinnerung Das geometrische Se Algebraische Uberse ng Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Sei nun n = 2] > 4 gerade.

e Betrachte 0; = 2%]

e Die Vielfachheit m; des Modul M (P, Q(6;)) erfiillt

s5—1)2 —1)2 s—1)(t—1
2N = mjn(2+1—co;(29j) (( S) +(t t) +2COS(0j)( \}% )>)

e Es gilt nun:

cos(0;_1) = cos(m — 2Z) = — cos(—2Z) = — cos(2Z) = — cos(6;)

e Erhalte dhnlich auch cos(26;_1) = cos(26,).

e Addition der Formeln fiir j = 1,1 — 1 ergibt cos(26;) € Q.
e Das Cosinus-Lemma erzwingt § € {2,3,4,6}.

e Subtraktion der Formeln liefert n # 12.
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lagen und Erinn ng Das geometr 5 gebrais Ubers ng Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Insgesamt erhalten wir:

n€{2,3,4,6,8}
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lagen und Erinn ng Das geometr 5 gebrais Ubers ng Beweis vom Theorem

Beweis von Feit-Higman

Insgesamt erhalten wir:

n€{2,3,4,6,8}

Q.E.D.

Das Theorem von Feit und Higman Chris Hilmes
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