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8. Hausaufgabenblatt zur Grundlagen der Analysis, Topologie und Geometrie

(Abgabe: bis Freitag 12.06.2015, 14:15 Uhr in die Zettelkdsten im Horsaalgebédude)

Aufgabe 8.1
Sei (X, Tx) ein Hausdorff~-Raum und oo ¢ X. Wir definieren X:=XU {co} und

T = {U |U € Txoder U=X-CundCC Xist kompakt}
Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i) Die Menge T ist eine Topologie auf X.

(ii) Der Raum (5(\, T5) ist genau dann hausdorffsch, wenn jeder Punkt aus X eine kompakte
Umgebung in X besitzt (dann nennt man X lokalkompakt).

(iif) Wenn X lokalkompakt ist, dann ist (5(\, T5) kompakt.

Aufgabe 8.2
Sei X normal und Uy, ..., U, € X offen mit X = Uy U ... U U,,. Zeigen Sie:

(i) Esgibt Vy,...,V,, C X offen mit V; CU;und X =V, U...U V.
(if) Es gibt stetige Funktionen ¢; : X — [0, 1] mit (V) = {1}, ;(X-U;) = {0} furi =1,...,m.
m
(iii) Es gibt stetige Funktionen ¢; : X — [0, 1] mit @;(X — U;) = {0} und Y @i(p) = 1 fiir alle

i=1
peX.

Man nennt {Q li=1,..., m} Zerlegung der Eins beztiglich Uy, ..., Uy,.

Aufgabe 8.3

Sei K ein kompakter Hausdorff-Raum. Angenommen, zu jedem Punkt p € K gibt es eine
Umgebung U, von p und injektive stetige Abbildung &, : U, — RR" injektiv und stetig (wobei
n eventuell von U, abhéngt).

Zeigen Sie: es gibt eine stetige injektive Abbildung x : K — R™ fiir ein m € IN und x(K) ist
homdomorph zu K.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 8.2.

-bitte wenden-



Aufgabe 8.4
Sei X normal mit einer abzélbaren Basis 8. Sei
I={UuV)|UVvesUCV|.
Zeigen Sie:
(i) Fiirjedes Paar (U, V) € I gibt es eine stetige Abbildung
ouv : X —[0,1]

mit (PU,V(U) = {1} ,(puy(X - V) = {0}
(if) Die Abbildung

Y:X - H[o, 1]
iel
p = (euvP)uve
ist stetig und injektiv.
(iif)y Die Abbildung x ist ein Hom6éomorphismus zwischen X und x(X).

(iv) X ist metrisierbar.

*-Aufgabe

Die Menge R ist mit Addition eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass man diese Addition
nicht zu einer Gruppenstruktur auf R U {co} fortsetzen kann.



