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Aufgabe 4.1
(i) Gegeben sei N = {0,1, ...} mit der tiblichen Ordnung <. Sei weiter 7. die Ordnungsto-
pologie beziiglich < auf IN. Zeigen Sie, dass 7 die diskrete Topologie ist.

(if) Gegeben sei {0, 1} xIN mit der lexikographischen Ordnung. Sei weiter 770 die Ordnungs-
topologie beziiglich der lexikographischer Ordnung auf {0, 1} x IN. Zeigen Sie, dass 770
nicht die diskrete Topologie ist.

Aufgabe 4.2
Seien (X, 7") und (Y, 7<) topologische Rdume. Seien weiter f, g : X — Y stetige Abbildungen.
Zeigen Sie:
(i) Die Menge {x € X | f(x) < g(x)} ist abgeschlossen in X.
(ii) Wir definieren
h:X — Y
x = min{f(x),g(x)}

Zeigen Sie, dass h stetig ist.

Aufgabe 4.3

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und C eine Menge von abgeschlossenen Teilmengen von X
mit [ JC = X. Wir nennen V C X C-offen, wenn fiir alle A € C die Menge V N A offen in A ist.
Zeigen Sie:

(i) Die C-offenen Mengen bilden eine Topologie auf X.

(ii) Die Topologie der C-offenen Mengen ist feiner als 7.
(iif) Geben Sie ein Beispiel, wo die beiden Topologien nicht tibereinstimmen.

(iv) SeiY ein topologischer Raum und ¢ : X — Y eine Abbildung. Wenn ¢ : A — Y fiir jedes
A € C stetig ist, so ist @ stetig beztiglich der Topologie der C-offenen Mengen.

Definition: Sei (X, 7") ein topologischer Raum und x € X. Der Raum X hat eine abzdhlbare Basis in x,

falls eine Menge
By = {B; | i € N, B; ist eine offene Umgebung von x}

existiert mit der Eigenschaft: fiir jede offene Umgebung U von x existiert B; € By, so dass gilt B; C U.

(i) Der Raum (X,T") erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, falls fiir jedes x € X eine abzihlbare
Basis in x existiert.

(ii) Der Raum (X,7T") erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, falls 7 eine abzihlbare Basis
besitzt.

-bitte wenden-



Aufgabe 4.4
Gegebensei X =R, B8; = {(a,b) |a,beR,a < b}, By ={[a,b) | a,b € R,a < b}. Seien weiter Tg,

und 7 g, die erzeugten Topologien. Zeigen oder widerlegen Sie:
(i) (X, Tg,) erfiillt das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom.
(ii) (X, Ts,) erfillt das 2. Abzéghlbarkeitsaxiom.

(iii) (X, T g,) erfillt das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom.

(iv) (X, Tg,) erfullt das 2. Abzéghlbarkeitsaxiom.



