Gebaude

Blatt 9 — Losungen

Aufgabe 9.1. Sei I'g ein endliches partielles m-Eck mit diam(I'g) > m + 1 und

T(Ty) = U I der freie Abschluss von I'y. Sei weiter d,, die gewichtete Eulercha-
€N
rakteristik.

(a) Es gilt 6,,(To) = 6,,(T;) fiir alle ¢ € N.

Beweis. T';41 geht aus I'; durch Hinzufiigen von endlich vielen Wegen der Lange m—1
hervor. Sei p = (vg, . .., Um—1) ein Weg mit vy, vpm—1 € V(Iy), dr, (vo, Vm—1) = m+1.
Sei I'; U p der Graph, der aus I'; durch Hinzufiigen des Weges p entsteht. Dabei
nehmen wir vy, ..., vy,—2 ¢ V(I';) an. Wir fiigen also m — 2 Ecken und m — 1 Kanten
hinzu. Es gilt
om (L Up) = (m = (IV(I3)[ +m = 2) — (m = 2)(|ET)| +m — 1)

— (m = D|V(T)] + (m = 1)(m —2) = (m — 2)| B(T)| - (m — 1)(m — 2)
= (m = DIV(L)] - (m = 2)| BT = bn(T)

und damit
5m(ri+1) = 5m(ri)-

(b) Ist A ein Graph mit I'g C A C I';41, dann gilt 6,,(Tp) < 0,,(A).
Beweis. Wir fithren eine Induktion durch. i = 1: Sei I'y =T'g U p; U... U py, wobei
P1, - - -, pe die hinzugefiigten Wege der Lange m — 1 seien. Wir zeigen, dass
Om(A) = 0m(A\ (ANP1)) > ... > 0m(A\ (ANpLN...Npp)).
Dabei bezeichnet ﬁj den Weg p; ohne Endpunkte. Es geniigt zu zeigen, dass

Sm(A) > 6m(A\ (AN p1)).



Gilt p; C A, so ist
5m(‘4> = 5m(A\ (A mpol)%

wie wir im Beweis von (a) gesehen haben. Liegt p1 = (vp, ..., vm,—1) nicht vollstandig

in A, so besteht A N p; aus Teilgraphen der Form

mit n >0, k> 0 und k +n < m — 1. Im ersten Fall betrigt die Anderung von 6,
k(m—1)—k(m—-2)=k>0
und im zweiten Fall
(nm+1l)(m—-1)—n(m—-2)=n+m—1>0.
Insgesamt ist die Anderung von d,, nicht-negativ. Also gilt
S A) = Gm(AN\ (ANFD)).
i ~ 1+ 1: Betrachte A\ (ANT;) und zeige wie fir ¢ = 1, dass
Om(A) > om(ANTY).
Da ANT; CTI; gilt nach I.V. also

Sm(A) > Gm(ANT;) > 8m(To).

Bemerkung. Ursplinglich war in der Voraussetzung A als zusammenhangender Graph

gegeben. Diese Eigenschaft wird nicht beno6tigt.

Aufgabe 9.2. Sei I ein dickes verallgemeinertes m-Eck und v, w € V(I") zwei Ecken.
Weiter sei die Valenz val(v) die Anzahl der Nachbarn von v, d.h. val(v) = T',.

(i) Haben v und w geraden Abstand voneinander, so gilt val(v) = val(w).



Beweis. Wir zeigen die Aussage in zwei Schritten:

1. Gegeniiberliegende Ecken v, w (d.h. d(v,w) = m) haben die gleiche Valenz.
Dies gilt nach Lemma 22 (ii).

2. Haben v und w eine gemeinsame benachbarte Ecke, so existiert eine Ecke x,

die beiden gegeniiberliegt, d.h. d(v, ) = d(w, ) = m.

Wir zeigen den 2. Schritt: Sei y ein gemeinsamer Nachbar von v, w und c ein Kreis
der Lange 2m, der v,w enthélt. Ein solcher Kreis existiert nach Lemma 22 (iv). y

ist auch ein Nachbar von v, w in ¢, d.h. ¢ ist von folgender Form:

Sonst hétten wir einen Kreis mit Léinge < 2m, was nicht moglich ist, da g(T') = 2m.
Wir finden eine Ecke z € ¢, die y gegeniiberliegt, indem wir von y aus m Schritte
auf ¢ entlanggehen. Es gilt ndmlich d(y, z) > m, da wir sonst einen Kreis mit Lange
< 2m hétten. Es gilt mit dem gleichen Argument d(z,v) = d(z,w) = m —1. Da T’
dick ist, ist z benachbart zu einer Ecke x, die nicht in ¢ liegt. Es gilt d(z,v) > m,

da wir sonst einen Kreis mit Linge < 2m hétten. Aulerdem gilt
d(z,v) <d(z,z)+d(z,v) =14+m—1=m,

also d(x,v) = m. Analog folgt d(x,w) = m.
Sei nun der Abstand von v,w gerade, d.h. d(v,w) = 2k. Sei (vp,...,v9) ein Weg
von v = vg nach w = vgr. Da vy; und w949 einen gemeinsamen Nachbarn haben,

gibt es nach dem 2. Schritt eine Ecke x; mit d(ve;, ;) = d(vait2, ;) = m.
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Nach dem 1. Schritt bzw. Lemma 22 (ii) gilt nun

val(v) = val(vg) = val(vy) = val(vg) = ... = val(vgg) = val(w).

(ii) Ist m ungerade, so haben alle Ecken in I die gleiche Valenz.

Beweis. Seien v, w zwei Ecken. Falls d(v, w) gerade ist, so gilt val(v) = val(w) nach
(i). Sei also d(v, w) ungerade. Sei x eine Ecke, die v gegeniiberliegt, d.h. d(v, z) = m.
Dann gilt val(v) = val(x) nach Lemma 22 (ii). Da I" bipartit ist, muss d(w, z) gerade
sein. Nach (i) gilt somit val(v) = val(x) = val(w). O

Aufgabe 9.3. Sei W eine Gruppe, die von einer Menge I von Involutionen erzeugt
wird. Dann gilt: (W, I) erfillt (F) genau dann, wenn (W, I) die Bedingung (D)
erfillt.

Beweis. (F) = (D): Sei w = iy...9p € W mit iy,...,i; € I, {(w) < k. Wir
fithren eine Induktion nach k& > 2 durch. £ = 2: Es gilt ¢(i;) = ¢(1) + 1 und
L(i2) = £(1) + 1. AuBerdem ist £(i11ia) = £(iri2) = {(w) < 2 = £(1) + 2. Nach (F)
gilt also w =i11lio =1 = zAleg
k —1 ~ k: Definiere w’ = iy...49;_1. Wir konnen annehmen, dass 4 ...4,_1 und
19 .. .14} reduziert sind. Sonst kénnen wir nach I.V. zwei Elemente in 47 ...4,_1 bzw.
ig ... i loschen und damit auch in w. Es gilt also ¢(iyw’) = k — 1 = £(w') + 1 und
l(w'ig) =k —1=L0(w')+ 1. AuBerdem ist £(i1w'iy) = l(w) < k = £(w’) + 2. Nach
(F) gilt also

w=iwi, =w = iAlz'g .. .ik,liAk.
(D)= (F): Seiw=riy...i € W, i1,... 0k, 0,j € I mit l(w) =k, L(iw) = l(w) + 1
und 4(wj) = ¢(w) + 1. Angenommen, {(iwj) # ¢(w) + 2. Da £(iwj) < f(w) + 2 gilt,
ist £(iwj) < l(w) +2 =k + 2. Nach (D) existieren i,,is € {i1,...,i, 4,7} mit

Wj = Qi1 iy .. ]
Angenommen, i,,is € {i1,...,i;}. Dann ist w = i ... ZAT ... z/; ...1, was ein Wi-
derspruch zu f(w) = k ist. Angenommen, i, = ¢ und iy € {iy,...i;}. Dann ist
Wi =1...%...15], alSO iwW = i1 ...1g.. .15, was ein Widerspruch zu iw)=k+1
ist. Analog fithrt der Fall iy = j und ¢, € {i1,...,i;} zum Widerspruch. Es bleibt

also nur der Fall, dass i, = ¢ und i; = j. Somit gilt

o~

iwj =i ...ik] = w.



