Ubungen zur Vorlesung "Gebaude"

Losungvorschlag zu Blatt 7

Aufgabe 7.1
Sei D3 =< i,7 | i?, 52, (ij)® > die Diedergruppe der Ordnung 6 und I = {i,j}.

a) Zeichnen Sie den Cayleygraphen Cay(Ds, I).

b) Betrachten Sie die natiirliche Wirkung via Linksmultiplikation
¥ D3 — Aut(Cay(Ds, I)).

Fiir ¢ € I bezeichnen wir mit Fiz (1 (i)) die Mittelpunkte der Kanten von Cay(Ds, I)
die unter (i) geflippt werden. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Zusammenhangskom-

ponenten von Cay(Ds,I) — Fix(y(i)) gleich 2 ist und diese via (i) aufeinander
abgebildet werden.

Beweis: a) Der Cayleygraph Cay(Ds, I) besteht aus den Ecken, die die Elemente von
D3 sind und den Kanten {g,h}, wobei g = h x s fiir s € I gilt. Damit sieht der
Cayleygraph wie folgt aus:

1 1Jt = jij

b) (i) beschreibt die Linksmultiplikation mit 7. Daher werden die Ecken unter (i) wie
folgt abgebildet:

11 i—il=1
Ji > iji iji — i%§i = ji
ij j — ij.

Damit ist (i) die Spiegelung an der Achse durch die Mittelpunkte der Kanten
{1,4} und {ji,iji}. Also sind {1,i} und {ji,iji} die Kanten die geflippt werden



und Cay(Ds,I) — Fiz(1(i)) hat genau zwei Zusammenhangskomponenten, die auf-
einander abgebildet werden.

Fiir ¢(j) folgt analog, dass es die Spiegelung an der Achse durch die Mittelpunkte
der Kanten {1, j} und {ij,iji} ist. Also werden wieder die Kanten {1, j} und {ij,iji}
geflippt und Cay(Ds, I) — Fixz(¢(j)) hat auch genau zwei Zusammenhangskompo-
nenten, die aufeinander abgebildet werden. O

Aufgabe 7.2
Sei W eine endliche Coxetergruppe. Zeigen Sie, dass die Menge

A:={we W |l(v) <l(w) fir alle v e W}

einelementig ist. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(i)

(i)

(iii)
(iv)

Sei w € W beliebig. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
a) w(b;) ist eine positive Wurzel fir allei =1,...,n

b) w=1
Fiir w € W definieren wir
Nw) :={ac ®" |w(a) € 7 }.
Zeigen Sie, dass fiir w € A gilt: N(w) = &,
Zeigen Sie, dass w € A eine Involution ist.

Seien nun v, w € A. Zeigen Sie, dass v = w gilt.

Beweis: (i) Zu zeigen: a) < b)

(i)

)

a) = b): Sei w € W,w # 1. Seien i1,...,i € {1,...,n} mit w = 4;...79; und
l(w) = k. Dann gilt l[(wix) = l(i1...i,—1) < k — 1 und damit nach Aufgabe 4.1d
l(wig—1) = l(w) —1 =k — 1. Aus Theorem 2.52 folgt dann w(b;, ) < 0. Da Wurzeln
entweder positiv oder negativ sind, folgt dann, dass w(b;, ) keine positive Wurzel sein
kann. Also muss schon w =1 gelten.

b) = a): Fir w = 1 gilt w(b;) = b; fiir alle i € {i,...,n} und b; ist fiir alle 4 eine
positive Wurzel.

Sei w € A beliebig. Es ist klar, dass N(w) C ®* gilt.

Sei nun « € ®* beliebig. Schreibe o = o by und ¢; > 0 fiir alle . Da w € A gilt
fir i € {1,...,n}, dass l[(wi) < l(w) und damit schon nach Aufgabe 4.1d l(wi) =
[(w) — 1. Aus Theorem 2.52 folgt dann wieder w(b;) < 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} und
damit

w(a) = Z ¢ wb) <0=wla)ed .
e N ’
=l <o

Also gilt fiir alle w € A, dass gilt N(w) = ®* und damit gilt auch

w(®T) =& und w(®~) = d*.



(iii) Sei w € A beliebig. Sei i € {1,...,n} beliebig. Da b; eine positive Wurzel ist, folgt
mit (i) das gilt w(b;) € ®~. Dann folgt

w?(b;) = wlw(b;)) € d.
——

€d-
Da dies fiir alle 7 gilt, folgt mit (i) schon w? = 1.

(iv) Seien v,w € A. Es gilt v? = w? = 1 nach (4ii) und damit auch v=! = v. Desweitern
gilt dann mit (i24) fir allei € {1,...,n}

(v w)(b;) = v(w(b;)) € T,
—~—

Sk

Mit (i) folgt dann wieder v~ lw =1 & v = w.
Also ist A einelementig und maximale Elemente in endlichen Coxetergrupppen sind
eindeutig. O

Aufgabe 7.3

Seim €N, m>2 W =D, =<i,j | i 42 (ij)™ > die Diedergruppe der Ordnung 2m
und I = {4, j}. Sei weiter ® : W — GL(V) die geometrische Darstellung von W und B die
in der Vorlesung definierte Bilinearform auf V = R’. Zeige:

a) Es gilt [;(w) < m fiir alle w € W.

b) Endet desweiteren jede reduzierte Darstellung von w € W nicht mit ¢, so gilt I;(w) <
m — 1 und w(b;) > 0, d.h. w(b;) ist eine positive Wurzel.

Beweis: a) Sei w € W beliebig. Dann ist w von der Form (i5)", (ji)",(i7)" oder i(ji)"™
flir n € Nyn <m.
1. Fall: w = (ij)"

= l(w) <IU((i)")=2n<m

=w = (ji)" " (da 1= (i)™ "w)

= l(w) <U(FH)™ ™) =2m —2n<m

= l(w) <U(Fi)")=2n<m

= w = (ij)

= l(w) <U@EH)™ ") =2m —2n<m

3. Fall: w = i(ij)"

m—1
n <

= l(w) <I(i(ij)")=2n+1<m

n > =w=1i(ji)" " (da 1 =w(ig)™ ")



=l(w) <IG(Gi)™ ™) =2m—-2n+1<2m-m—-1+1=m

4, Fall: w = i(ji)"

m—1
n <

= l(w) <16 =2n+1<m

n> = w = i(ij

)mfn

= l(w) <I(i(ij)™ ") =2m—2n+1<m

Also gilt I(w) < m fur alle w € W.

b) Dazu zeigen wir zuerst mit Induktion nach k, dass gilt:

. (2k+1)7

sin (T . (2ork
Ve — < m >4 sin (7%)
o) ) = Gy Ny

Induktionsanfang: k =1
Mit der Identitét 2 cos ( )2 = cos (%’T) + 1 gilt:

o
m

O‘idj(bi) = 0; (bz - 2B(bia bj)bj)
= 0i(b;) + 2 cos <%> oi(bi)

2
= —b; +2cos (1) bj +4cos <1> b;
m m

= <4cos <%>2 — 1> + 2cos (%) b;
= <2 cos (%)2 + cos (i)) b; + 2cos (%) b;

sin (%)
_sin (37) sin (21)
“sn(z) "t m(z) ¥

Induktionsschritt: k& — &k + 1

. (2k+1)7 . -
k+1(b v (Sln( m ) bz + S1I1 (ka) b])

(cio;) i) = 0i0; in (%)

(2k+1)w

IR e () (4 200 (5 1)

sin (%)
S G (208 (X)) )

m

sin (%)



(2k+1)m
m

_sin ((21@4—1)77
m

) + 4 cos (%)2 sin

) — 2sin (%ﬁ) cos (%)

b;

~—

sin (%

2 sin (W) cos %) — sin (2]‘%)

—

- b,

sin (%)
sin ((2k7—7i-13)7r) sin ((2k7—;2)7r>
= - b; + - bj
sin (%) sin (%)

Wobei die letzte Gleichheit gilt wegen:

" ((zk + 3)71')

m

o (5 ) o (5o (5
oo (i)Qsm (ngsi;f)wl) . <(2k: + 1)7r> - <27r> o ((2k+ 1)7r>
— i <<2k;1>w) +2c0s (T’ [ (27‘;) cos (Z) +sin (Z) cos (%)}

+ 2cos 1) sin (1 cos ((2k - 1)7r>

. ((2k+ 1w T3 2k
= —sin +2cos|(— ) sin| —
m m m
T T T 2k
+2cos|{—)sin(—) |cos|—)cos| — | + cos
m m m m

(2k + 1)

3

:—sin<




= —oin (BT 1 ycos (Z)sin () com (27)
+ 4sin <2::T> cos (%)3 —2sin (2::) o8 <%>
= —sin (B con (2 s (2 ) cos (27 ) i (27 ) con (2]

2k +1 2 2k +1 2k
= —sin <(+)7T + 4 cos (1) sin <(+)7T) — 2sin <7r> cos (W>
m m m m m
Und aufgrund der Gleichung;:
2 1 2
2sin (M> coS (1) — sin (kﬂ)
m m m
T . 2k T . T 2kmw . 2km
= 2COS (E) |:Sln (m) COS (E) 4+ sin (E) COS <m>:| — S1n <m>
. 2km T2 . T s 2km
= sin (m) {2 cos (E) — 1] + 2sin (E) cos (m) cos <m>
) <2k7r> (27T> . (27T> <2k7r)
=sm | —— ] cos +sm | — | cos
m m m m

Sin<(2kz+2)7r>

m

Nun zeigen wir, dass fiir alle £ € N gilt:

. (2k—D)m

sin ( ~——— in (27
k_M sin (57F)
oi(0io)"(bi) = —— () b sin () &

Dafiir benétigen wir noch folgende Gleichung:
T . <2k7r) . ((2k+1)7r>
2cos (—) sin —sin | ————
m m m

=z () (57) o (57 s () ~n () (5
i (7)o () - () e (%)
o (220

Damit folgt nun die gewiinschte Gleichheit:

. (2k+1)7

sin in (2km
iy ) ()
Uz<UzUj) (bi) = sin (%) oi(b;) + Sin (%) Ul(bj)

sin(%) Sin(%—”)

= (%) b; + = (%) <bj + 2 cos <%> bl-)




g m .
sin (%) ! sin (%) J
B sin ((2k71)7r> . sin (22) §
sin (%) ! sin (%) J
Desweiteren gilt
. (2k+1)7
sin <7> in (2km
S N und St ( ) >0

n(z) sn(z) ”

fiir k < 2 und ebenso fiir 1 < k < -1

. (2k—1)7
sin | % i ((2kT
(m) >0 und w >
sin (%) sin (%)

Sei nun w € W beliebig. Endet jede reduzierte Darstellung von w nun nicht auf 4,
so gilt entweder w = (ij)* fiir k < 2 oder w = i(ij)* fiir 1 < k < -1, denn sonst
gébe es, wie in a), eine kiirzere Darstellung von w die auf ¢ endet.

Im ersten Fall gilt dann

sin (M) b

s
m .
sin (%) a

sin (W)

sin (%)

bi +

Und im zweiten Fall

sin (#527) sin ()

Uy
A m .
sin (%) it sin (%) 7

w(by) = ®(w)(b;) = oi(0i0;)* (bi) =

Damit ist w(b;) eine positive Wurzel.

Nach Aufgabenteil a) folgt {(wi) < m, da wi € W und aus Theorem 2.52(i) folgt
l(wi) <l(w) + 1. Also gilt



