Musterlésung zu Ubungsblatt 6

Aufgabe 6.1:

Behauptung:

Die Isometriegruppe eines regelméfligen n-Ecks ist isomorph zu der Diedergruppe D,,.
Beweis:

Wir betten das regelméBige n-Eck P, durch die Abbildung, {1,...,n} — C = R?,

. 2(k—1)m,; . . .
mit k+— e~ » , in die Ebene ein.

Sei A die Abbildung :
A : j — Spiegelung an der x-Achse
A i — Spiegelung an der Seitenhalbierenden der Seite 1-2.

Der Winkel zu den Spiegelungsachsen betréigt dann 7, also ist A(i)A(j) eine Drehung um 27”
Also gilt F(\)(i2) = F(\)(52) = id und F(\)((i5)") = ((A\)(3)A(5))" = id. So setzt sich A fort zu
einem Homomorphismus ¢ : D,, — Isom(F,)

Nun zu zeigen: ¢ ist ein Isomorphismus.
Injektiv:
©(Dy,) C Isom(P,) ist eine Gruppe, die von zwei verschiedenen Spiegelungen \(7), A(j) erzeugt wird,
wobei gilt Ord(A(i)A(7)) = n. Aus der Klassifikation der Diedergruppen folgt nun (D) = D,,. Also
ist ¢ injektiv.
Surjektiv:
Jedes a € Isom(P,) ist eindeutig bestimmt durch das Bild der Ecken von P,, also ist Isom(P,) end-
lich. P, wirkt transitiv auf den Ecken. Also folgt aus der Bahnengleichung #1som(P,) = #Stab(1)-n,
da gilt G, = G/G,.
Sei nun « € Stab(1). Da 2 zu 1 benachbart ist, gilt «(2) € {2,n}.
Falls «(2) = 2 gilt, so folgt a(3) = 3 und iterativ a(k) = k, also a = id.
Falls «(2) = n.
Beh: dann ist a = A(j)
Bew:a~'A(5)(2) = 2. Dann folgt a~*A(j) = id, also a = A(j)
Also gilt #Stab(1) = 2. Nun folgt #I1som(P,) = 2n = #D,.

Aufgabe 6.2:

Behauptung a): Die Coxetergruppe Eg ist endlich.
Beweis: Die Coxetermatrix von FEy ist:

1 3 2 2 2 2
3132 2 2
2 31 3 2 3
2 2 3 1 3 2
2 2 2 31 2
2 2 3 2 21
Die Gram-Matrix ist dann:



1 -2 0 0 0 0
1 1
-2 1 -3 0 0 0
02 _1 12 L 9 _1
A= 2 1 2 1 2
o 0 -3 1 -1 0
0 0 -2 1 0
0o 0 -2 0 o0 1

Es reicht nun zu zeigen, dass alle Hauptminoren von A positiv sind: det (1) =1>0

1 -1
det(_é 1?):1-1—(—5)-(—;):i>0

1 -3 0
1 1
det | —5 1 —3
0 -3 1
=11 14 (=3) (=3) 040 (=5) (=3) =1 (=3) (-3) =0-1:0-1-(=3) - (-3) =5 >0
1 -1 0 o0
1 1
-1 1 -1 0
2 2
0 0 -1 1
1 -1 0 -2 0 0
=1-det|-4 1 | +d-det -2 1 —%| +0 -det(..)—0-det(..)
0 -3 1 0 -3 1
=3 +h (3= 5 >0
1 -3 0 0 0
1 1
-1 - 0 o
det| 0 -3 1 -1 0
1 1
o o -3 1 -1
o 0 o0 -4 1
1 -2 0 0 -2 0 0 0
L9 1 9 1 L1 _1 9
=1-det 02 _% 12 _% +35 - det 02 _% 12 _% +0-det (...) —0-det (...) +0-det (...)
1
0 0 -3 1 0o 0 -1 1
1 -1 0
=5ty (cgdet|—5 1 —3|+0)=Ff-33=15>0
0 -3 1
_1
1l =3 0 0 0 0 110 0 o
-1 1 - 0 o0 o ! !
o 1 7 -1 ¢ _1 -3 L —3 0 0
det 2 1 2 1 21 =1det]| O —% 1 —% 0 | —0-det(...)+0-det (...)
o 0 -3 1 -1 0 0 o 1 {1
0o 0 0 —5 1 0 o o0 o -1
o 0 -1 0o o0 1 2
1 -3 0 0 0
-2 1 0 0 0
+% 0 —% —% 0— % +0-det (...) — 0-det (...)
0o 0 1 -3 0
0o 0 -1 1 o0
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Mit Theorem 58 folgt nun, dass Fg endlich ist.

Behauptung b):
Die Coxetergruppe Hs ist endlich.
Beweis:

Die Coxetermatrix von Hs ist:
1 3 2
3 15
2 5 1
Die Gram-Matrix ist dann:
1 -1 0
- 1 —1(1+5)
0 —11++V5) 1

Nun reicht es wieder zu zeigen, dass die Hauptminoren der Gram-Matrix positiv sind.

N[

det (1
1
det % > >0
0
det | - 1 —1(1+V5) | =1+ (=3) (=3(1+5) - 040 (=3) - (=3(1 + V5)) =
0 —3(1+V5) 1
(—30+VB) - (31 +VE) = (=3)(=3) —0=3 - (F5- (1+2-V5+5)) = P - 3B > 0
Mit Theorem 52 folgt, dass Hs endlich ist.
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Aufgabe 6.3

Sei W eine Coxetergruppe
Behauptung a):
W ist residuell endlich
Beweis:
Wir haben gesehen, dass fiir W=< [ > gilt:
W — GL# I (R)
Also ist W eine Matrizengruppe iiber einem Korper. Aulerdem ist W per Definition endlich erzeugt.
Nun folgt mit dem Satz von Malcev (GGT2), dass W residuell endlich ist.
Behauptung b):
W hat ein Losbares Wortproblem.
Beweis:
W ist endlich présentierbar und residuell endlich, daraus folgt mit (GGT2) direkt, dass W ein losbares
Wortproblem hat.
O



Aufgabe 6.4

Sei (W, I) ein Coxetersystem, ® : W — GL(V) die geometrische Darsrellung von W und B die in
der Vorlesung definierte Bilinearform auf V = R/
Behauptung :
B ist W-invariant. Bewes:
Es reicht zu zeigen, dass gilt B(o;(u),0(v)) = B(u,v) fiir beliebige i € I u,v € W,
da fir w = (i1, ..., in) gilt w(u) = i1 (i2(...in(u)..))
B(oi(u),0i(v)) = B(u — 2B(b;,u) + b;,v — 2B(b;,v) - b;)
B B, v — 2B(bs, v) - bi) — B(2B(bi, u),v — 2B(bi, v) - by)
CL) B(u,v) — B(u, 2B(bi,v) - bs) — B2B(bi,w) - bi, v) + B2B(bi, ) - bi, 2B (b, v) - b;)
= B(u,v) —2B(b;,v) - B(u,b;) — 2B(b;,u) - B(bi,v) +2- B(b;,u) -2 - B(b;,v) - B(b;, b;)
(U,U) +2- B(bla U) ’ (—B(U, bl) - B(blv u) +2- B(bla u))
(u,v) +2- B(b;j,v) - (B(bj,u) — B(u,b;)) = B(u,v) O



