Gebaude - Blatt 5

Aufgabe 1

(a)

Beh: ®p, = {+b;, +b;, +(b; + b;)}
Bew: Wir wissen D3 = {1,1,j,14j, ji, jij} und es gilt

oi(bi) = —b;
O'i(bj) = bj + 2 cos (7;) bl = bl + bj.

Beztiglich der Basis (b;, b;) erhalten wir

-1 1 ~
UZ_(O 1>:>—bi,bi+bj€q)

und analog

0 = <1 _01> — —bj,bi—i—bj € &3

Weiter erhalten wir
(0 _1> — bj, —(bl + b]) c (i)

y 1 1\ (1 0
©(ij) = 010 = ( 0 1) (1 —1) 1 -1
O(ji) = 0jo; = (1 _01> <_01 1) _ (:i é) — —(b; +b;),b; €D

und zuletzt noch

-1 1\ (1 O 0 -1 =
(I)(ij) = (UjUi)O'j = (_1 O) (1 _1> = (_1 0 > — —b;, —bj € P.

Beh: ®p_ = {kb; +1b; | k,l € Z, |k — 1| = 1}
Bew: Wegen m,;; = oo gilt
O'I(bz) = —bz
O'l(bj) = bj — 2(-1)[)2 = 2bz + bj
und somit
(-1 2
=10 1
und analog

Wir zeigen nun induktiv, dass gilt:

(0i0;)" = (2712;'; ! _(z_nzi 1)>



Fir n =1 gilt
(-1 2y (1 0 _ (3 -2
%9 =0 1)\2 1) "2 1
und induktiv erhalten wir somit wie gewiinscht

(0i0;)"* = (0305)(0i0;)"

(3 =2\ (2m+1  —2n
_<2 1>< 2n —(2n—1)>
(2m+3 —2n -2

_<2n+2 —2n—1>
_(2(n+1)+1 —2(n+1)

~\ 2n+1)  —-C2Hh+1)-1))"

Da sich Do, = (i) = (j) als freies Produkt schreiben lasst, hat jedes w € Dy,
die Form

fir gewisse €, € {0,1} und n € N (¢, 5 sind Involutionen). Nun gilt

(@i = ooy = (Mot o)

Damit erhalten wir
(—=2n)b; — (2n — 1)b; € ®.

fir alle n € N. Berechnet man nun ®(j(ij)") = o,(0;0;)" sowie ®((ij)"i) =
(00;)"0; erhalt man noch
(2n + 1)b; + (2n 4+ 2)b; € ®
(—2n)b; + (—2n — 1)b; € .
sowie
(—=2n — 1)b; + (—2n)b; € ®
(—2n+ 1)b; + (—2n + 2)b; € .

und damit insgesamt genau die gewiinschten Linearkombinationen.

Aufgabe 2

(a) Betrachte das kompakte (und damit abgeschlossene) aber nicht diskrete Inter-
vall X =Y =[0,1] CR.

(b) Betrachte das kompakte Intervall X = [0,1] € R und den offensichtlich dis-
kreten Teilraum

1
Y:{ngLENzl}

der wegen Y > % — 0 ¢ Y nicht abgeschlossen ist.



Aufgabe 3
Wir betrachten

G ={g € Sym[-n,n] [Vi=1,.,n:g(i)=—g(i)}
und o, s; € Gmit (1) = —1,0(k) =k >2und s; = (3,7 + 1).

(a) Beh: G = (0, 51,..., Sp-1)
Bew: Zunéchst betrachten wir o; € G mit 0;(i) = —i und o;(k) = k fir k # 1.
Damit gilt insbesondere o1 = ¢ und wir erhalten fiir alle i = 1, ..., n:

0; = (8_1...81) 0 (8i_1...81) € (0,51, ..., 5p_1)

Fiir beliebiges g € G betrachten wir nun 7,7, € G mit

id, g(k) >0
Tk:{z, g(k) >

Ok, g(k:) <0
und
T:=T1..Tk € (01, ., 0n) C (0,81, ..y Sn_1)-
(Dies ist nur eine technische Art um 7(g(n)) = |g(n)| zu schreiben). Damit

erhalten wir nun formal

77777

und nach Konstruktion von 7 gilt somit
G =TSiy-Si,, € (01, ey ) = (S15 ey Sn1) C (0,81, 0y Sn_1)-

(b) Beh: G = Z§ x Sym(n)
Bew: Fiir die beiden Untergruppen

N={geG|Vk=1,...n:g(k) € {£k}} = (o1, ...,00)
E={geG|Vk=1,..,n:9(k) € {l,...,n} = (s1,..., Sp_1)

gilt offensichtlich N N E = {1} und in der letzten Zeile von (a) haben wir
gesehen G = NE. Weiter liegt N wegen

ot = Or(4)
fir alle 7 € Sym(n) normal in G. Damit erhalten wir

G = N x E=Z5 x Sym(n).

(Die Wirkung von Sym(n) auf Aut(Z}) ist hier die Permutation der Standard-
Basisvektoren)



Aufgabe x

Beh: Die Gruppe G der Permutationen mit Vorzeichen aus Aufgabe 3 ist isomorph
zu der Coxetergruppe von Typ C,,.

Bew: Sei W die Coxetergruppe von Typ C),. Aus dem Coxeterdiagramm ergibt sich
die folgende Préasentierung:

W = (i1, ... in1 | 72,05, (Tir)*, (745)° fiir § > 2, (i5ij11)°, (i5i)” fiir |j — k| > 2)

Nach Aufgabe 3b) gilt G = Z§ x Sym(n), wobei Sym(n) durch Permutation der
Eintrdge wirkt. Ist also o € Zy der k-te Standardvektor, so gilt sjo1s; = o, ) fir
s; = (4,7 +1) € Sym(n). Aus der Vorlesung kennen wir die folgenden Prasentierun-
gen:

Zy = {o1,...,00 | a?,[aj,ok] fur alle 1 < 5,k <n)

Sym(n) = (s1,..., sn-1 | 55, (sj8541)°, (s;55)° fiir |j — k| > 2)

Nach Aufgabe 4.2 hat G = Z§ xSym(n) die Prasentierung G = (01, ...,04,81,...,5,-1 | R),

wobei die Relationen gegeben sind durch

R={0?,04, [0, 0u] fir alle 1 < j k <n,(s;5;:1)°, (sjse)? fir [ — k| > 2,
8j0kSj0s firalle 1 <j<n—1,1<k < n}.

Um G = W zu zeigen, konstruieren wir [somorphismen in beide Richtungen.
Betrachte die Abbildung A gegeben durch A(i;) = s; und A(7) = o;.
Sei F'(A) : F(7,i1,...,ip,—1) — G der induzierte Gruppenhomomorphismus auf der
freien Gruppe. Zu zeigen: F'(\) erhélt alle Relationen von W. Es geniigt zu zeigen,
dass F(\)((7i;)?) = 1 fiir j > 2und F(\)((741)* = 1 gilt, da die restlichen Relationen
offensichtlich erhalten werden. Sei j > 2. Dann ist s;(1) = 1 und es gilt:

FA)((7i5)*) = (M7)A(i)* = (01;)”

= 0150155 = 0'10'5].(1) = 0101 = 1

F)((rir)") = (A(1)A(ir))" = (o151)"

= (0100w = (102 = oo = 1-1=1

I
—~
Q
=
V)
et
Q
=
V)
et
SN—

F()) respektiert somit die Relationen von W und nach der universellen Eigenschaft
von Prasentierungen existiert ein Gruppenhomomorphismus ¢ : W — G mit
oy = F(\), wobei my : F(7,41,...,i,-1) — W die kanonische Projektion ist.

Umgekehrt definieren wir eine Abbildung p durch p(s;) = i; und p(oy) = ig_1 ... 01707 . .

Sei F'(p) : F(o1,...,00,81,-..,8,—1) — W der induzierte Gruppenhomomorphis-
mus auf der freien Gruppe.

Zu zeigen: F'(u) erhalt die Relationen R von G. Es ist ausreichend zu beweisen, dass
F(p) die Ausdriicke der Form Sj0kSj0s; k) auf 1 und o}, o3, auf miteinander kommu-
tierende Elemente abbildet.

Seien j € {1,...,n} und k € {1,...,n} beliebig. Gilt k ¢ {j,j+ 1}, soist s;(k) =k
und es ist zu zeigen, dass p(s;) und p(oy) miteinander kommutieren.

1. Fall: Sei j > k+ 2. Dann kommutiert ¢; = u(s;) (nach Prasentierung von W) mit

KTy



den Elementen 7,14y, ...,4;_1, also auch mit ¢;_y...4;74; ... 9,1 = p(oy).
2. Fall: Selj S k—2. Wegen (’ij’ij+1)3 =1inW gllt nun ’L'j’ij+1’ij = ij+1ijij+1. Somit
folgt:

/L(Sj) : /,L(O'k> = Z'jl'k,1 R ilTil Ce Z'k,1
= ik—l e ij+2ijij+1ij’ij_1 e ilT’il e ik—l
= ik—l c. ij+2ij+1ijij+1ij_1 . ’ilTil c. ik—l
= Z']g,1 ce ilTil Ce ij+1ijij+1ij+2 ce Z'k,1
= ik—l . ilTil . ijij+1ijij+2 e ik—l

= ik—l . ilTil . ik—lij = ,LL(O'k) . ,u(sj)
3. Fall: Sei j = k — 1. Dann gilt s;(k) = sx_1(k) = k — 1. Wegen i2_, = 1 gilt:

[L(Sk_l) . [L(O'k) = ik—lik—l e ilTil . ik;—l

= ik_g . ilTil . ik_gik_l = ,u(O'k_1> . /J(Sk_l)

Dies impliziert F(u)(s;jors;05,x)) = F(1)(Sk—10%8k-10%-1) = 1.
4. Fall: Sei j = k. Dann gilt s;(k) = si(k) = k+ 1. Mit i3 = 1 folgt:

,U(Sk) . /L(O'k) = Z.kik—l ce 2'17'2.1 . ik—l

= ikik—l c. ilTil Ce Zk_leZk = M(O’k+1) : ,u(sk)

Daraus ergibt sich F'(11)(s;0%5;05,(k)) = F (1) (Sk0k85k0k41) = 1.
Insgesamt haben wir in jedem Fall F'(u)(s;ors;04,1)) = 1.



Seien nun j, k € {1,...,k} mit j # k beliebig. OBdA sei j < k. Dann gilt:

,u(ak) . /L(O'j) = ik—l . 7:1’7'2'1 e Z.k—lij—l e ilTil e Z.j—l
:Z'k,1 . ilTil c. Z'jflijl'jfl c. ilTil c. Z'jfli]qu c. Z'k,1
:ik—l e ilTil N ij_gijij_lijij_g .. .ilTil N Z.j—ll.j—H e ik—l
:ik—l e ijij—lij Ce ilTil Ce ij_gij_lij_g Ce ilTil e ij_gijij_lij+1 Ce Z.k—l
:Z'k,1 c. ijflij’ijfl . ilTil . Z'jfgijflijfgijflijfg . ilTil . ij727;jijflij+1 . Z'k,1
:ij—lik—l e ij_lij_g’ij_l’ij_g ce ilT’il e ij_gij_gij_3 .. .'ilTil . ij_gij_lij_gijij_lij+1 .. -ik—l
:ij—lik—l . ijij_Qij_lij_Q ce ilT’il . ij_gij_gij_g . ilTil . ij_3ij_1ij_2ijij_1ij+1 . ik—l
:Z‘jflij,QZ‘kfl e ilTil e Z‘jfgijfgijfg e ilTil e 7;]',37;]',17;]',27;]'7;]',1Z‘j+1 e Z'kfl =...
:ij—l Ce Z.lik—l . ilTilTiQiligiQ e ijij—lij—i—l e ik—l
:Z'j,1 e 2'17:]4,1 . igTilTiliQiligiQ . Z'jlvjfll'j+1 Ce ’ik,1
:ij_l .. .ilTik_l .. .i17i2i1i2i3i2i4i3 ce ijij_lij+1 ce ik—l
:ij—l Ce ’ilT’ik_l Ce i2i1i27i1i2i3i2i4i3 e ijij—lij—&—l e ik—l
:Z-j,1 c. ZvlTZ'kfl c. i3i1’i2i17i1i3’i2i3i4’i3i5 ce ijijflij+1 ce Z'k,1
:ij_l .. .ilTi1ik_1 e i3i2i3i17i112i4i32.4i5i4i6 e ijij_lij+1 .. -ik—l
:ij—l e ilT’ilik_l e 2'42.22.31'22.1Ti1i2i4i3i4i5’i4i6 e ijij—lij—l—l . Z'k—l
:Z'j,1 c. 2'17'2'12'2’%,1 .. ’i4i3i4’i2i17i1i2’i3i4i5i4 Ce Z’ji’jfll‘j+1 .. .’L'k,1 = ...
:ij—l .. .ilTil ce ij_gik_l ce ilTil ce ij—lijij—lij—i-l ce ik—l
:ij—l e ilTil . ij_Qik_l e ilTil e ij_gijij_lijij+1 . ik—l
:Z'j,1 N .ilTil e 7/-]'722-]671 N Zjljflljljfg NN ilT’il e ik*l
:ij—l .. .ilTil e ij_gik_l e ij+1ij_1ijij_1ij_2 e ’ilTil e ik—l

:ij—l e ilTil . ij—lik—l . ilTil . ik—l = ,u(aj) . /L(O'k>

Somit kommutieren die Bilder p(o;) und p(oy) fir alle j, k. Da F(u) die Relationen
von G erhalt, existiert ein induzierter Homomorphismus ¢ : G — W.

Man rechnet leicht nach, dass ¢ und v zueinander inverse Abbildungen sind. Folglich
sind ¢ und 1 Gruppenisomorphismen und es gilt G = W.



