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1 Projektive Geometrie

1.1 Fahnenkomplexe

Sei K ein Korper und V' ein (n + 1)-dimensionaler Vektorraum tiber K.

Definition. Die Projektive Geometrie zu V ist definiert durch
PG(V):={UCV |05 UGSV echter Unterraum}
Eine Fahne {Uy, ..., Uy} der Lange k ist eine echt aufsteigende Kette von Unterrdumen
0£U, G ..U £V

Eine maximale Fahne der Lange n nennen wir Kammer. Mit dem Basisergdnzungssatz
erhalten wir, dass jede Fahne in einer Kammer enthalten ist.

Bemerkung. Fur eine Basis {by,...,b,41} von V ist

{Uj = <b17...,bj> |j: 1, ,TZ}

offensichtlich eine Kammer. Mit dem Basisergdnzungssatz sehen wir, dass jede Kam-
mer von dieser Form ist.

Definition 1.1. Der Fahnenkomplex zu V ist die bzgl. Inklusion partiell geordnete
Menge A(V) aller Fahnen, wobei wir formal auch die leere Fahne {} erlauben.

Bemerkung. Die Gruppe GL(V') operiert (in der offensichtlichen Art und Weise)
auf PG(V) und A(V).

Definition 1.2. Sei X eine Menge und A C P(X) eine Menge von endlichen Teil-
mengen von X. Wir nennen (A, C) einen Simplizialkomplex, falls X bzgl. Inklusion
unter Abstieg abgeschlossen ist, d.h. wenn gilt:

beA,aCb=—a€cA

Elemente aus A heiflen Simplizes der Dimension (#a) — 1.
Allgemeiner heifit eine partiell geordnete Menge Simplizialkomplex, wenn sie zu ei-
nem Simplizialkomplex im eben definierten Sinne ordnungsisomorph ist.

Ist (P, <) eine partiell geordnete Menge, so ist die Menge AP aller aufsteigenden
endlichen Ketten in P ein Simplizialkomplex. Insbesondere ist

APG(V) = A(V)
ein (n — 1)-dimensionaler Simplizialkomplex.

Definition 1.3. Eine Teilmenge A" C A heifit Unterkomplex von A, falls sie unter
Abstieg abgeschlossen ist.



Beispiel 1.4. Wir betrachten zu der Menge X = {a,b,c} den Simplizialkomplex
A = P(X) und dessen geometrische Realisierung:

{a}

b
Tab) {0}

Definition 1.5. Sei B = {by, ..., b,+1} eine Basis von V. Wir betrachten die Menge
Y(B) aller Fahnen, welche folgende Eigenschaft erfiillen: Jeder Unterraum der Fah-
ne wird von einer Teilmenge von B erzeugt. Diesen Unterkomplex nennen wir ein
Apartment von A(V).

Beispiel. Wir betrachten K = Fy und V' = F3. Man rechnet nach, dass der ein-
dimensionale Simplizialkomplex A(V') 14 Ecken und 21 Kanten besitzt. Das zu der
Standardbasis zugehérige Apartment wurde in folgender Abbildung eingezeichnet.

Lemma 1.6. Seien C' = {Uy,...,U,} und D = {Wy,...,W,} zwei Kammern in
A(V). Dann ezistiert ein Apartment X(B) welche die Kammern ¢ und ¢ enthdlt.
Genauer gilt:



1. Es gibt eine Permutation m € Sym(n + 1) und eine Basis B = {by,...,bp41},
so dass fir alle j = 1,....n gilt:

Uj = <b1,...,bj> und Wj = <bﬂ-(1), ,bﬂ-(J)>

2. Es gqilt
(i) = min{j € [n+ 1] | W; € Wiy + Uj}

wobei [k] :=={1,...,k}. Daher ist m unabhdngig von der Wahl der Basis.

Bewess. 1. Wir fihren den Beweis induktiv:

n=1: Dann gilt dim(V') = 2 und dim(U;) = dim(W;) = 1.
U; = Wi: Wéahle 0 # by € U und by € V — U; und setze m = id.
Uy # Wi Wahle 0 # by € Uy und 0 # by € Wi und setze 7 = (1 2).
(n—1)—mn: Setze Uy =Wy =0und Wy, 11 =U,y1 = V.
U, = W,: Dann sind {Uy,...,U,_1} und {Wy,..W,_1} Kammern in A(U,).

Nach I.V. existiert eine Basis {b1,...b,} von U,, so dass fir alle
J=1,..,n—1gilt:

Uj = <b1, ...,bj> UIld Wj = <b7r(1)7 7b7r(])>

Wiéhle nun b,,; € V — U, und setzte B := {by,...,bn, bys1} sowie
mn+1):=n+1.
U, # W,: Dann setze
WJ’ =Ww;nu,
und

k:=max{i | W; CU,} < n.
Damit gilt dim(W},,) = k und wegen W, C W;_, folgt aus Dimen-
sionsgriinden bereits W, = W/, und somit ist

(Wi, oo, Wi, Wi, s WY

eine Kammer in A(U,,). Andererseits ist aber auch {Uy, ..., U, } eine
Kammer in A(U,,). Nach I.V. existiert somit eine Basis {by, ...b, } von
U,, so dass gilt:

Uj = (b1, ..., bj) firl<j<n-1
W; = (bz1), -, br(5)) fir1<j <k
W]{+1 = <bw(1)7 "'7b7’r(j)> firk<j<n-1

Nun wiahle b,11 € Wiy — U, also Wiy = Wi @ (b,y1). Damit
erhalten wir

Wit = (br1)s - by brgr) -

Setze nun B = {by, ..., by, b,.1} und passe 7 entsprechend an.



2. Fir ¢ € [n + 1] beliebig gilt:

m = <b7l'(1)a L3 bﬂ'(i—l)) bﬂ'(z)>
= (br(1), s br(i=1)) D (bx(i))
= Wii1 @ (bri))
Somit erhalten wir
Wi CWi1 +U;j < bry € Wiii + U
& briy € Uj
S (i) <j

und damit die gewiinschte (von B unabhéngige) Darstellung.
O

Definition. Wir bezeichnen mit cham(A(V')) die Menge aller Kammern in A(V).
Nach dem vorigen Lemma erhalten wir die wohldefinierte Abbildung

§ : cham(A(V)) x cham(A(V)) — Sym(n + 1)
(C,D) +— .

Beispiel. Im Vektorraum V = Fj betrachten wir die Unterrdume

= (3 v=4(3).()
W= (1) we=(1).(}))

Im Fahnenkomplex A(F3) wollen wir nun den §-Abstand zwischen den beiden Kam-
mern:

sowie

C= {U17U2}7 D = {W17W2}

berechnen und betrachten dazu die Basis
= ()= ()= ()

Uy = (b1), Us = (b1,by)

oo

Fiir diese gilt nun

sowie

Wi = (bs), Wy = (bs,b1)

und damit
C,D)=(1,3,2) € Sym(3)

Lemma 1.7. Wir betrachten die Transpositionen s; := (i,i+ 1) € Sym(n + 1).

1. Fir Kammern C = {Uy,...,U,} und D = {Wy, ..., W, } gilt

Uy =W, j#i

)(C,D)=s & V1<j<n: .
Uj#vvjﬂ J =1
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2. Auf cham(A(V)) ist durch
Cn~, D = §(C,D)eid,s;}
eine Aquivalenzrelation gegeben.
3. Fiir Kammern C, D mit 6(C, D) = s;, -...-s;,, existieren Kammern Cy, ..., Cp,—q

mit
C ~.

i1 Cl N3i2 e s Cm,1 Nsim D

m—1

Bewess.

1. Es gelte zunéachst §(C, D) = s;. Sei (b, ..., by41) eine Basis wie im Lemma 1.6.
D.h. fur alle j € [n] gilt

Uj = <bla "'7bj>
Wj = <bsi(1)7 "'7b5i(j)>

Damit erhalten wir:

j < 1 W7 - <bsi(1)7 )bsz(j)> = <b17 7b]> = UJ
] =1: W; = <b17 -~-7bze1,bz'+1> 7’£ <b17 ...,bi,l,b¢> =U
Jg>is Wi=(br,..;bi 1,011, b, ..., b5) = U

Nun gelte andererseits U; = W, < j # 4. Sei (by, ..., by+1) eine Basis mit
U; = (b1, ..., bj)
fir alle j € [n]. Wegen U; # W; gibt es
by, €W, —U;
und es folgt wegen b; , € W; C Wy = Uy dass gilt:
b;+1 el — U;
Aus Dimensionsgriinden erhalten wir somit
b1y b3y Ui ) = Uiga

und
<bla "'7bi717 ;+1> = Wz

Durch Ersetzung von b; 4, durch b;, ; erhalten wir damit

l-]‘7 et <1)1’ ,bj>
Wj = <bsi(1)a 7sz(J)>

fir alle j € [n] und somit §(C, D) = s;.



2. Nach Konstruktion von ¢ gilt
)(C,D)=1id< C=D
und mit Teil 1 erhalten wir somit
C~, D<§(C,D) e {s,id}
eVi#Fi:U; =W,
und daran kann man die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation direkt ablesen.
3. Nach Voraussetzung gilt
I(C,D)=m:=s8; - ...-s;, € Sym(n+1)
und daher gibt es eine Basis (b1, ..., b,11) von V mit

Uj - <b1, b]>
Wj — <b7r(1)7 bﬂ—(j)>

fir alle j € [n]. Fir k € [m] betrachten wir die Permutationen
Tk = Siy + ... - S, € Sym(n+1)
und 7y := id € Sym(n + 1). Fir die Unterrdume

UJ’-C = (bwku), ey bwk(1)>

definieren nun

Cv = {UF, ..., U}

n

Kammern in A(V') und nach Konstruktion gilt 7y = id und 7,,, = 7 und somit:

Co={U},...,.U%} ={U,,...,U,} =C
C,={U", . U} ={Wy,. .. W,} =D

Ferner rechnet man leicht nach, dass
Cj ~s;, Ci
fir alle j =0,...,m — 1.
O

Bemerkung 1.8. Wir werden spéter sehen, dass 0 eine Sym(n + 1)-wertige “Ab-
standsfunktion” ist und den kiirzesten Weg in cham(A(V')) zwischen Kammern an-
gibt.

Definition 1.9.

1. Ein Kammernsystem iber eine Indexmenge I ist eine Menge K mit einer
Aquivalentrelation ~; fiir alle ¢ € I. Die Elemente in K heiflen Kammern.



2. Eine Gallerie in K ist eine endliche Folge von Kammern (cy, ..., ¢;) mit ¢x_1 #

cp firalle k = 1,...,l und ¢ ~;,,, cpqq firalle k =0,...,0 — 1.

3. Fir eine Teilmenge J C I nennen wir eine Gallerie (cy, ..., ¢) eine J-Gallerie,
falls i, € J gilt.

4. Ferner nennen wir K (J-)zusammenhdngend falls je zwei Kammern durch eine

(J-) Gallerie verbunden werden kénnen. Die (J-) Zusammenhangskomponenten
heiflen (J-)Residuen.

Beispiel 1.10. cham(A(V)) ist ein Kammernsystem iiber I = {(1,2), ..., (n,n+1)}.

Bemerkung. Jedem schonen Kammernsystem kann man auf nattirliche Weise einen
Simplizialkomplex zuordnen:

Kammernsystem iiber /  Simplizialkomplex

Elemente in K Simplizes der Dim. #1
{i}-Residuen Simplizes der Kodim. 1
{7, j}-Residuen Simplizes der Kodim. 2

Folgendes ist lediglich eine erste grobe Definition eines Gebédudes. Spéter werden
wir die formale Definition angeben.

Definition 1.11. Ein Gebdude ist ein Kammernsystem B iiber I mit einer “Ab-
standsfunktion”
d:BxB— (W)

wobei (W, I) ein Coxetersystem ist.

Beispiel 1.12. cham(A(V)) ist ein Gebdude mit ¢ wie oben.



2 Coxetergruppen

2.1 Spiegelungen und Diedergruppen

Definition 2.1. Sei V' = R? ein d-dim. Vektorraum. Wir nennen H C V eine
Hyperebene, falls H ein Unterraum von V ist mit Kodimension 1. Die Spiegelung an
H ist die lineare Abbildung

sg: V>V

mit sy|g = idy und sy|yL = —idy..

Beispiel 2.2. Betrachte die Spiegelung in R? an der Geraden welche den Winkel 5
zur z-Achse einschliefit, wobei « € [0, 7] :

s R R?, 1 . C'OSOé ’ 0 _, [ sina
0 sin o 1 —cos o

Definition 2.3. Sei W < GL(R?) eine Untergruppe. Wir nennen W eine Spiege-
lungsgruppe, falls es eine Menge H von Hyperebenen gibt, so dass gilt

W = (sy| HeEH).
Beispiel 2.4.
1. Falls #H = 1, so gilt schon W = Z,.
2. Falls #H = 2 und V = R? betrachte

1 0 cosa  Sina
s = und t = | . .
0 —1 sine — cos o

Wir untersuchen (s,t) C GLy(R) genauer:

_ [cosa —sina
- \sihna cosa

) L Drehung um Winkel o

2
m

Falls a von der Form <* ist, gilt o(ts) = m. In diesem Fall definieren wir

D, == (s, t).



Definition 2.5. Eine Gruppe heifit Diedergruppe, falls sie von zwei verschiedenen
Involutionen erzeugt wird.

Beispiel 2.6.
e D, ist fiir jedes m > 2 eine Diedergruppe.
e Wir betrachten die affin linearen Abbildungen
h:R—-R, t——t und g:R—>R, t—2—1

welche den Spiegelungen an 0 und 1 an der reellen Achse entsprechen. Es gilt
o(g) = o(h) = 2 sowie (goh)(t) =t —2 und somit o(goh) = oo. Wir definieren

Do := (g, h).
Es gibt also endliche und unendliche Diedergruppen. Der folgende Satz ist nun
eine Klassifikation aller Diedergruppe anhand ihrer Méachtigkeit.

Satz 2.7. Sei G = (g, h) eine Diedergruppe und m = o(gh) sowie R = (gh). Dann
qgilt

1. G=(9)x R
RS Pt
Beweis.

1. Zunichst zeigen wir, dass R normal ist. Wegen ¢ = h? = 1 gilt:
g(gh)g™" = g*hg™' = hg = (gh)' € R
h(gh)h ™' =h7'gh? =hg = (gh) ' € R

Weiter gilt g(gh) = h und somit G = (g, R). Fir w € G gilt nun:
g =we (g9)-R

gh =weR
ghg =w=g-(gh)'e(g9)-R

w =

und analog falls w die Form h... hat. Somit folgt G = (g) - R. Es bleibt zu
zeigen, dass (g) N R trivial ist. Wiirde g in R liegen, so gébe es ein k > 1 mit

g=(gh)* = 1= g(gh)* = h(gh)*".

Somit wiirde folgen
h = (gh)*' € R.

Da R abelsch ist, wiirde nun folgen
(gh)* = ghgh = ¢*h* =1

und somit G = R = (5. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass G wegen
1 # i # j # 1 mindestens drei Elemente besitzt.



2. Folgt direkt aus Teil 1, da g eine Involution ist und R = (gh).
O

Bemerkung 2.8. Der vorige Satz iibersetzt uns also die geometrischen Diedergrup-
pen in algebraische semidirekte Produkte. Coxetergruppen sind nun bestimmte von
Involutionen erzeugte Gruppen, die abstrakt definiert werden.

2.2 Priasentierungen

Definition 2.9. Sei X eine Menge. Die freie Gruppe iiber X ist die Menge
F(X)={w=zaf.2 |z, € X,¢, = £1,n € N}

aller formalen endlichen Worte iiber dem Alphabet X. Die Konkatenation der Worte

mit den Rechenregeln

ret=zlz=1firallex e X
bildet die Gruppenstruktur. Weiter sind zwei Worte dquivalent, wenn sie durch An-
wenden der Rechenregeln auseinander hervorgehen.
Die freie Gruppe F'(X) ist durch folgende universelle Eigenschaft charakterisiert:

(UE) Fir jede Gruppe G und jede Abbildung X 25 G existiert genau ein Homo-
morphismus F(\) : F(X) — G, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Definition 2.10. Fir eine Teilmenge R C F(X) bezeichnen wir mit
(R) =N | N 4G, RC N}
den normalen Abschluss von R in GG. Weiter schreiben wir
(X | R) = 9 my

und nennen dies eine Prdsentierung mit Erzeugern X und Relatoren R fir die
definierende Gruppe.

Bemerkung. Betrachten wir (a, b | a*) so miissten wir formal eigentlich
baaba{{a?)) = bba((a®))
schreiben. Wir einigen uns in dieser Vorlesung darauf, einfach

baaba = bba

in (a,b | a®) usw. zu schreiben.
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Bemerkung 2.11. Mittels dem Homomorphiesatz erhalten wir folgende universelle
Eigenschaft fiir Prasentierungen:

(UE) Fiir jede Gruppe G und jede Abbildung X 2 G mit R Cker F (A) existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : (X | R) — G, so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

F(X\)

P
.
.
P
.
-
™ )
P
.
.

(X | R)

F(X)

Offensichtlich lédsst sich jede Gruppe G présentieren:
G = F(G)/kerp(idg) = <G | ker F(ldg)>

Allerdings ist man in der Theorie der Prasentierungen an endlich vielen Erzeugern
und Relationen interessiert.

Beispiel 2.12.
F(a)={.,a7%a a"=1,a,a% .} 27
2. F(X)=(X|92)
Proposition 2.13. Sei G = (X | R) und H= (Y | S) mit X NY = @. Dann gilt
GxH=(XUY|T)
mit T = RUSU[X,Y] wobei [X,Y] :={[z,y] |z € X,y e Y}.
Beweis. Betrachte zunachst
AN XUY -GExH X3z (2,1), Yoy (1,y)

mit der surjektiven Fortsetzung F'(\) : F(X UY) - G x H.
Sei nun r € T beliebig. Da F'(\) die Abbildung A fortsetzt, gilt:

(r,1g) = (¢, 1u), reR
FA)(r) =41 eg,7) = (¢, 1a), res
@), Ay)] = [(z, 1), (Ly)] =1, r=[z,y] € [X,Y]

Somit erhalten wir 7' C ker F'(A) und damit nach der (UFE) einen surjektiven Ho-
momorphismus

(XUY |T) -2 G x Hmit gor = F(N).

Zu zeigen bleibt ker ¢ = {1}. Sei dazu w € ker ¢ beliebig.
Dain (X UY | T) die Gleichung [x,y] = 1 gilt, erhalten wir

W= T1...TpY1... Yy Mit z; € X+ Y; € Y+

11



Somit gilt also

(1g,1g) = o(w) = May) .. NM@p) A (Y1) A(Ym) = (1. Xy Y12 Ym)

also x1...x, = 1¢ und y1...4,, = 1y. Somit gilt

1.2 € ((R))pixy und y1...Ym € ((S))rv)

und damit
W= T1.--TpY1---Ym € <<T>>F(XUY)

also w = 1. Also ist ¢ ein Isomorphismus und (X UY | T') somit eine Prisentierung
fir G x H. [l

Proposition 2.14. Sei G = (X | R) und H = (Y | S) mit X NY = @ und
H -2 Aut(G) ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

GxH=(XUY|T)
mit T=RUSU{yzy " (é(y)(z)) ' |z € X,y e Y}.
Beweis. UA. O
Beispiel 2.15. Es gilt Cy = (a | a*) und Z,, = (b | b™) und damit

D,, =2 Cy X Zp, = (a,b | a*,b™, aba"'b)

Betrachten wir die Spiegelung s an der xz-Achse und die Spiegelung ¢t an der Geraden
mit Winkel Z so gilt offensichtlich s* = 1,#* = 1 und (st)™ = 1. Damit erhalten wir
nach der (UE) einen Gruppenhomomorphismus

(s,t] %12 (st)™) -2 D,

Insbesondere gilt damit s # ¢t und m = o(¢(st)) < o(st) < min (s,t | s* 12, (st)™).
Mit dem Satz 2.7 erhalten wir damit aber schon:

(s,t| st (st)™) & Coy X Zyy = D,y
Damit hat D,, also die beiden Présentierungen:

D,, =2 Cy X Zp, = {a,b | a®,b™, (ab)?)

Letztere gefallt uns besser, da die Erzeuger eine einfachere Gestalt haben.

Damit haben wir fiir die Diedergruppen eine schone Préasentierung gefunden,
welche wir im néchsten Abschnitt verallgemeinern wollen.

12



2.3 Coxetersysteme

Definition 2.16. Sei [ eine endliche Menge. Eine Coxetermatrix tiber I ist eine
Matrix m = (m;;); jer mit

o m;; € NU {oo},
o my =1,
° mﬂ:mZ]Zqurz#j

Wir nennen
W= (1| (ij)™ fur i,j € I mit mi; 7 00)

die zugehorige Cozetergruppe und das Paar (W, I) ein Cozetersystem vom Rang #1.
Beispiel 2.17.

Coxetermatrix Coxetergruppe a.k.a.
1 2 2 12 2 2
5 1 (a,b | a* b* (ab)?, (ba)?) Zo X Zs
1 o0 9 19

Als nachstes wollen wir die Informationen einer Coxetermatrix anschaulich durch
einen Graphen darstellen.

Definition. Sei m eine Coxetermatrix bzgl. der Menge I. Der gewichtete Coxeter-
graph besteht aus den Ecken I und den Kanten {4, j} mit Gewicht m;;, falls m;; > 2.
Da wir oft Kanten vom Gewicht 3 haben werden, lassen wir bei diesen Kanten die
Beschriftung weg.

Beispiel 2.18.
Coxetergraph Coxetermatrix

— G

Definition 2.19. Ein Coxetersystem (W, 1) heifit irreduzibel, falls der zugehorige
Coxetergraph zusammenhéngend ist.

Lemma 2.20. Sei (W, 1) ein Cozetersystem und I' der zugehdrige Coxetergraph.
Weiter seinen I'y, ..., Ty die Zusammenhangskomponenten von I". Fir W; .= W (I';)
gilt dann

W =W, x...x W,

13



Beweis. Wende Proposition 2.13 an. O]

Beispiel 2.21.

m r w
1 2 2
Reduzibel: 2 1 3| e oo 7y X Ds
2 31
Irreduzibel: (é ?) oio Dy

Wegen Z, x D3 = Dg sehen wir, dass eine Coxetergruppe verschiedene Coxetersys-
teme besitzten kann. Hier ist das eine sogar reduzibel und das andere irreduzibel.

Proposition 2.22. Sei (W, 1) ein Cozetersystem. Dann ezistiert genau ein Epi-
morphismus
e: W —{1,-1}

mit €(i) = —1 fir allei € 1.

Beweis. Betrachte zu A(i) = —1 die Fortsetzung F'(I) e {£1}. Fir 4,5 € I mit

POV(E)™) = (FO)(E))™ = (MHAG)™ = 17 =1
und mit der (UE) erhalten wir den gesuchten Epimorphismus. []
Bemerkung.

1. Insbesondere sehen wir damit, dass die ¢+ € I Ordnung 2 haben und Coxeter-
gruppen daher niemals trivial sind.

2. W — {41} ist eine Verallgemeinerung der bekannten Signumsfunktion:

sign : Sym(n) — {£1}

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die Klassifikation aller endlichen Coxetergrup-
pen. Nach Lemma 2.20 reicht es, die endlichen irreduziblen Coxetersysteme zu fin-
den. Wir formulieren hier zunéchst die Klassifzierung und werden im restlichen
Kapitel auf den Beweis hinarbeiten.

Theorem 2.23 (Coxeter 1934). Gegeben sei ein irreduzibles Coxetersystem (W, 1)
mit dem zugehdorigen Coxetergraphen I'.
Die Gruppe W ist genau dann endlich, wenn I' einer der folgenden Graphen ist:
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Bezeichnung Graph

A, (n>1) ~—— o --—-—---—-- —e—o
B,=C, (n>2) ——eo—-------- —oio
D, (n>4) - o - J—o
FEk ° ° I ° °
Er . ° I ° ° °
FEg . ° I ° ° . °
Fy ° ° 4 . °
Go oio
5]
Hs; —eo—o
Hy o—o—oio
m
Iy(m) (m=5,m>7) o

Bemerkung 2.24. Wir werden dabei folgende Beweisidee verfolgen:

e Wir werden zeigen, dass alle aufgelisteten Graphen tatsiachlich Coxetergraphen
von endlichen Coxetergruppen sind.

o Weiter zeigen wir, dass alle nicht aufgelisteten Coxetergraphen einen ,verbo-
tenen” Untergraphen enthalten.
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n—n+1:

Wir werden fiir den Beweis folgende Hilfsmittel benétigen:

e Die Langenfunktion auf W.

e Eine Darstellung W — GL(V') von W.
Satz. Es gilt

Sym(n + 1) 2 W (A,) = (t1, ...ty | 1, (titir)?, (tit;)? fiir |i — | > 1)

Ty Ry
und insbesondere sind die symmetrischen Gruppen Cozxetergruppen.
Beweis. Wir zeigen die Aussage durch Induktion:
n=1:Sym(2) X Z; = (t; | 13).

Fortsetzung
F(\) : F(T,11) — Sym(n + 2),

Sei G := W(A,4+1) und setze R := R,4. Betrachte zu A(¢;) := (i,7 + 1) die

welche surjektiv ist, da Sym(n + 2) von den Transpositionen (4,7 + 1) erzeugt
wird (UA). Die Relationen r € R, sind in Sym(n + 2) offensichtlich erfillt

und wir erhalten mit der (UE) den Epimorphismus

¢ : G — Sym(n + 2).

Da die Gruppen endlich sind, reicht es zu zeigen: #G < #Sym(n + 2).

Betrachte dazu die Untergruppe H := (ta, ..., tn41) < G.
Schritt 1: Wir zeigen: #H < (n+ 1)L

Nach IV gilt Sym(n + 1) = (S, | R,). Genau wie oben erhalten wir
zu u(s;) = tiy1 die surjektive Fortsetzung F(u) : F(S,) — H und den

Epimorphismus
Y :Sym(n+1) - H.
Somit erhalten wir #H < #Sym(n +1) = (n+ 1)!.
Schritt 2: Wir zeigen: [G : H] <n + 2.

Setze Hy := H und H; := Hty---t; fur 1 <7 < n+ 1. Sei nun w =

tzltzk € G mit til c Tn+1 beheblg
j:Z Danngﬂt Ht:Htl tt —Htl z 1—Htl 1-
j =14 1: Dann gllt H; tz+1 Htl titi—i—l = Hti+1‘

j > i+ 2: Dann gilt [j —{] > 1 fiir alle [ < ¢ und damit t;t; = t;1

erhalten wir:

Hitj:Htl tt —Htl z 1tt = :HtjtltZ:HtltZ:

J <1 —1: Dann gilt
Hit; = Htp.t; 1ttt bit;
= Htyooty (bl aon s
= Htyootj 1 (toatiton)tann ts
= Htj ity tjattitiye.. t;
= Hty..tj qtjtjatjo.. t; = H;
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Damit erhalten wir induktiv w € Uy H; und somit [G : H] < n + 2.
Schritt 3: Es gilt nun:
#G=#H - [G:H <(n+1!-(n+2)=(n+2)\
U

Bemerkung 2.25. In der geometrischen Gruppentheorie untersucht man Gruppen
unter Anderem mittels metrischer Methoden. Ein sehr wichtiges Werkzeug dabei ist
die Wortlange, welche wir nun einfiihren.

Definition 2.26. Sei GG eine endlich erzeugbare Gruppe und S C G ein endliches
Erzeugendensystem. Wir definieren auf G die Ldngenfunktion

0, g=1
Is(g) =14 . .
min{n | g = s1...5,, 5, € SUS™'}, g#1
Die Wortlange hangt dabei offensichtlich von S ab!
Proposition 2.27. Es gilt:

1. 1s(g) = ls(g™") = 0.

(9) =
Cls(g) =0 = g=1

- s(gh) <ls(g) +ls(h).
4. ls(gh) > 1s(g) — Is(h).
Beweis. UA. O
Beispiel 2.28.

1. Fir G = Z betrachte die beiden Erzeugendensysteme S; = {1} und Sy =
{2,3}. Dann gilt s, (1) = 1 und Ig,(1) = 2.

2. Ist (W, ) ein Coxetersystem, so haben wir auf W die Wortlange bzgl. I. Wir
schreiben dann kurz:

l(g) == li(g)-
Proposition 2.29. Der Homomorphismus W —— {+1} aus 2.22 ist gegeben durch:
e(w) = (-1

Beweis. Sei w € W beliebig und k := [(w). Da die i € I Involutionen sind, erhalten
wir die Darstellung

fir gewisse 7; € I und damit
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Proposition 2.30. Fir allew € W und i € I gilt:

1. l(wi) = l(w) £ 1,

2. l(iw) = l(w) £ 1.
Beweis. UA. O
Bemerkung 2.31.

e Viele Aussagen iiber Coxetergruppen werden induktiv nach der Wortldnge
bewiesen. Wir wollen daher [(wi), [(iw) in Bezug auf I(w) besser verstehen.

e Wie brauchen dafiir eine ,;schéne Darstellung” von W.

Dazu benétigen wir etwas Darstellungtheorie.

2.4 Darstellungstheorie
Sei nun G eine beliebige Gruppe und K ein beliebiger Korper.

Definition 2.32. Eine lineare Darstellung von G ist ein Paar (¢, V') wobei V ein

K-Vektorraum ist und G -2 GL(V) ein Homomorphismus. Man nennt dim(V') den
Grad der Darstellung und diese treu, falls ¢ injektiv ist.

Bemerkung.

e Durch solch eine lineare Darstellung konnen wir G mittels linearer Algebra
und Geometrie untersuchen.

e Fiir eine abstrakte Gruppe G kann man auch glatte Darstellungen
G — Diff (M)
auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten studieren.
Beispiel 2.33.

1. Die triviale Darstellung
¢:G— GL(K),g— idg
hat Grad 1, ist aber nicht besonders hilfreich...
2. Sind (¢;, Vi), Darstellungen von G, so auch ihre direkte Summe:

@¢i G — GL(@V;% (xla ...,:L‘n) = (¢1(g)($1), 7¢n(g)(xn))

Definition 2.34. Eine Matrizdarstellung von G tiber einem Korper K des Grades
n ist ein Homomorphismus

G % GL,.(K).

Bemerkung.

18



e Fir einen endlich dimensionalen Vektorraum mit einer Basis B stehen lineare
Darstellungen und Matrixdarstellungen offensichtlich in einer 1:1 Beziehung.

e AbD jetzt sei dim(V') < oo und wir benutzten die Begriffe synonym.

Definition 2.35. Zwei Darstellungen (¢, V1) und (¢4, V1) von G heiflen dhnlich

(oder auch gleich), wenn es einen Isomorphismus V; AN V4 gibt, so dass fiir alle
g € G das folgende Diagramm kommutiert:

vi—L— v

¢1(9)[ Pz(g)

Vi —1

Bemerkung.
e Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.
e In der Darstellungstheorie interessiert man sich fiir Darstellungen bis auf Ahnlichkeit.

Definition 2.36. Sei (¢, V) eine Darstellung von G. Ein Untervektorraum U < V
heifit ¢-invariant, falls:

Vg e G:o(g)(U) C U
In diesem Fall erhidlt man dann die induzierte Darstellung
¢:G = GLU), g ¢(9)lu-

Beispiel 2.37. Sei G = Sym(3) und {ey, e, €3} die Standardbasis des R3. Dann ist

¢ Sym(3) — GLs(R), 7= (ext) €x(z) €n(s))

1
eine treue Darstellung und der Unterraum U := (| 1 |) ist ¢-invariant.
1

Definition 2.38. Eine Darstellung (¢, V' # 0) heifit irreduzibel, falls {0} und V' die
einzigen ¢-invarianten Unterraume sind.

Satz 2.39 (von Maschke). Sei G eine endliche Gruppe und es gelte char(K) t #G.
Sei (¢, V) eine lineare Darstellung von G und U ein ¢-invarianter Unterraum.
Dann existiert ein ¢-invarianter Unterraum U mit V =U & U.

Beweis.

Schritt 1: Wahle einen beliebigen Unterraum X mit V =U & X.
Betrachte die orthogonale Projektion auf U:

m:V—V, v=ut+zr—u
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Schritt 2: Wir betrachten die lineare Abbildung

fr VHV’UH#Gg;;(b omog(g)(v)

welche wegen char(K) t #G wohldefiniert ist. Setze U := ker f.

Schritt 3: Wir zeigen U N (~]~: {0}:
Sei dazu v € U N U. Wir erhalten:

velU = ¢(g)(v) €U
= 7(¢(9)(v)) = o(9)(v)

Schritt 4: Wir zeigen V = U 4 U. )
Fiir beliebiges v € V erhalten wir v = f(v) + (v — f(v)) € U + U, da

fw = f(v)) = f(v) = f o f(v) =0, denn > = f.

Schritt 5: Wir zeigen zuletzt, dass U ¢-invariant ist:
Sei v € U und h € G beliebig. Dann gilt

FOm) #GgGZG¢ REROOI0)

#G > o(h odg) " omod(g)op(h)(v)

geqG

= ¢(h)(f(v)) = &(h)(0) =0
und damit ¢(h)(v) € ker f = U.

Bemerkung.

e Wihlt man Basen (by,...,b,) von U und (dy,...,d,) von U so erhalten wir
beziiglich der Basis
B = (bl, ...,bn,dl, ,dm)

von V' die folgende Matrixdarstellung;:

- (2] [ofy

Folglich sind ¢ ~ ¢ & ¢o dhnlich.

e Jede Darstellung von G ist also dhnlich zu einer direkten Summe irreduzibler
Darstellungen. Dies motiviert nachtriglich die Definition irreduzibler Darstel-
lungen.
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2.5 Die geometrische Darstellung

Bemerkung 2.40.

e Unser Ziel ist es nun eine schone Darstellung von W zu konstruieren. Das heif3t
wir suchen einen endlich dimensionalen Vektorraum V' und eine treue lineare
Darstellung

W — GL(V).

e Motiviert durch die endlichen Diedergruppen ist unser geometrischer Wunsch,
dass ¢(i) fiir jedes i € I eine Spiegelung in V' ist.

e Das wird i.A. so leider nicht funktionieren. Wir miissen die Bedingung einer
Spiegelung daher etwas abschwéchen.

Definition 2.41. Eine lineare Abbildung s € GL(R?) heifit abstrakte Spiegelung,
falls eine Hyperebene H < R? und ein Vektor 0 # v € R? existieren, so dass gilt:

2. s(v) =—v
Der Vektor v muss also, im Gegensatz zu vorher, nicht orthogonal zu H sein.

Konstruktion. Gegeben sei ein Coxetersystem (W, ) mit Coxetermatrix m =
(mi;)ij. Wir betrachten V' = R’ mit der Standardbasis {b; }scr und die symmetrische
Billinearform

us
— cos (m—) , My # 00

BZVXV-)R, (bl,b])'—>{

-1, m;; = 00
Es gilt:

1. B(b;, b;) = —cos(m) = 1.

2. B(bi,b;) <0 fiir ¢ # j da my; > 2.

3. B(bi,bj)ZO@—COS(W?— ) :O<:>mm:2

Wir definieren nun
¢: 1 — GL(V), i+ o
wobei
o,V —V, v—v—2B(b,v)b;.
Lemma 2.42. Fir i € [ ist o; eine abstrakte Spiegelung.

Beweis. Der Unterraum H; := {v € V | B(v,b;) = 0} ist als Kern der surjektiven
linearen Abbildung
V=R, v B(v,b)

eine Hyperebene in V. Fiir beliebiges v € H; erhalten wir
oi(v) =v—2B(bj,v)b; =v—0-b; =v

und es gilt
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Bemerkung. Fiir eine symmetrische positiv definite Bilinearform (_, ) auf einem
Vektorraum V' konnen wir abstrakt den Winkel zweier Vektoren z,y € V' definieren:

(@, y) = [lzllllyll - cos £(z,y)

Satz 2.43. Die oben definierte Abbildung I 2 GL(V) setzt sich fort zu einem
Homomorphismus

W -2 GL(V).
Wir nennen ® die geometrische Darstellung von W.

Beweis. Nach der (UE) der freien Gruppe erhalten wir zunéchst eine Fortsetzung

F(I) =% GL(V).

Wir miissen nun zeigen, dass ¢ durch W faktorisiert. Nach der (UE) der Présentierung
reicht es zu zeigen, dass fiir beliebige ¢, 7 € I mit m;; < oo gilt:

o((ij)"™7) = idy.

Fall i = j: Dann ist m;; = 1 und ¢(i) = o; nach Lemma 2.42 eine Spiegelung und hat
damit insbesondere Ordnung 2. Damit erhalten wir

(1)) = §(ii) = ¢(i)* = o7 = idy.
Fall i # j: Wir betrachten den Unterraum Vj := (b;) & (b;).

Schritt 1: Wir zeigen: Vj ist (o; o 0;)-invariant.
Es gilt:

Analog erhalten wir o;(b; ,O']( ;) € Vo und damit o, 0 0, (Vp) = V.

b;)
Schritt 2: Wir zeigen: 0( g;00; |V0> = My;.
Dazu betrachten wir ¢; = b; und é = b; — B(b;, b;)b;. Es gilt:
[e2|] = B(b; — B(bi, bj)b;, bi — B(bi, bj)b;)
= B(bi,b;) — 2~ B(bi, B(bs, b;)b;) + B(B(bi, b;)bj, B(bi, b;)b;)
=1—2-B(b;,b;)* + B(b;, b;)*
=1— B(b;, b;)*

T ) T
:1—(:082< >:31n2< )
mij mij

Eine nicht sehr erhellende Rechnung zeigt dass die Darstellungsmatrix
von (0;00;)ly, bzgl. der Basis (¢, ¢z : = e ”) die folgende Rotationsmatrix

cos (nzf — sin (:f )
1, 3
7‘ Z’ J J

sin ( 2 cos < 2 >
mij mij




um den Winkel 77%—” ist. Damit erhalten wir
ij

((@mqm%>:qM):mU

Schritt 3: Wir zeigen: 0,0 |m,nu, = id.
Sei dazu v € H; N H; beliebig. Es gilt also B(v,b;) = B(v,b;) = 0 und
somit:

0i0;(v) = 0i(v — 2B(v, b;)b;)
= 0;(v)
=V — 2B(’U],bl)bl =V

Schritt 4: Wir zeigen V =V, @ (H; N H;).
Sei v € Vo N (H; N H;) beliebig. Dann gibt es r;,r; € R mit

v = 1;ib; + 1;b;.
Nun erhalten wir B(v,b;) = B(v,b;) = 0 und somit:
0 = B(rib; + r;b;,b;)
=1;B(b;,b;) +r;B(bj, b;) = 1; — r; cos ( T )

mij

Analog ergibt sich:

T
O:rj—n-cos< )
mij

Damit ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem:

1 —cos ——\ [, 0
— cos - 1 r;] \O

Da die Matrix invertierbar ist, folgt somit bereits r; = r; = 0 und damit
v = 0.

Es bleibt noch zu zeigen, dass Vo + (H; N H;) = V. Wir definieren die
lineare Abbildung

f:V =R v (B(v,b;), B(v,b)))
mit dem Kern ker f = H; N H;. Da die Vektoren

f(b;) = (1, —cos T

linear unabhéngig sind, ist f surjektiv. Damit erhalten wir
dim(H; N H;) = dimker f =V —dimR* =V — 2

und wegen dim V = 2 folgt schon die gewiinschte Gleichheit.
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Schritt 5: Wir wissen, dass

0<0i0j|vo) = M
0<0i0j!HmHj) =1
Zusammen mit Schritt 3 folgt damit schon

O(O'Z'O'j) = mij

Korollar 2.44. Sei (W, I) ein Cozetersystem mit Cozetermatriz m = (m;;); ;-
Dann gilt

o(ij) = my;
Beweis. Den Fall m;; < oo haben wir bereits im vorigen Beweis gesechen. Und fiir
m;; = 0o lasst sich induktiv zeigen:

Da b; und b; linear unabhéngig sind, ist dieser Ausdruck fiir jedes n € N von b;
verschieden. 0

Proposition 2.45. Sei W -2 GL(V) die geometrische Darstellung von W.
Dann gilt fir allew € W und vy,v, € V:

B (@(w)vl, <I>(w)122> = B(vy,v9)

Beweis. Da ® ein Homomorphismus ist, reicht es die Invarianz fir I C W zu
iiberprifen. Fiir ¢ € I gilt nun:

B(®(i)(u), 2(i)(v)) = B(oi(u), 0:(v))

= B (u—2B(u,b;)b;,v — 2B (v, b;)b;)

= B(u,v) — B(2B(u, b;)b;,v) — B(u,2B(v, b;)b;)
+ B(2B(u, b;)b;, 2B(u, b;)b;)

= B(u,v) — 2B(u, b;) B(b;,v) — 2B (v, b;) B(u, b;)
+ 2B(u, b;)2B(u, b;) B(b;, b;)

= B(u,v) — 4B(u, b;) B(b;,v) + 4B(v, b;) B(u, b;)

= B(u,v)
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2.6 Wurzelsysteme

Definition 2.46. Wir betrachten fiir ein Coxetersystem (W, I) die geometrische
Darstellung von W

W -2 GL(V)
mit V =R = (b;);c;. Wir schreiben fiir w € W und i € I kurz
w(b;) == O(w)(b;).
Definition 2.47. Das Wurzelsystem von (W, I) ist die folgende Menge:
O = {wb) |weW,icl}

Die Elemente aus ® heiflen Wurzeln.
Bemerkung. Fir v € ® gilt

1. B(v,v) =1,

2. —v e d.
Beweis. Sei w € W und i € I mit w(b;) = v.

1. B(v,v) = B(w(b;),w(b;)) = B(b;, b;) = 1.
w(=bi) = ®(w)(a (b)) = @(w)(P(2) (i) = P(wi)(bs)

[N}
I
g
—~
&
—
I

Beispiel 2.48. Wir betrachten die Diedergruppe
W= (i.5 | 5% (ij)°) = Ds
und die zugehorige geometrische Darstellung
W -2 GL(R?)
mit der Basis R? = (b;, b;). Es gilt
oi(bi) = —b;

Ui(bj) = bj — QB(b“ b]>bz = bj + 2 cos (g) bl = bz + bj

und analog gilt o;(b;) = —b; sowie 0;(b;) = b; + b;. Man kann zeigen, dass wir
als Wurzelsystem )
O = {£b;, £b;, £(b; + b)) }.

erhalten. Wir berechnen ferner den Winkel zwischen b; und b;. Es gilt

cos £(b;, bj) = B(bi’ b) = —cos (g)

und somit £(b;, b;) = 120°. Wir erhalten die folgende geometrische Anschauung:
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VAN
N

Definition 2.49. Wir definieren die Menge der positiven/negativen Wurzeln:
Ti={ved|v=> ¢b mite; >0Viel}
iel
O i={ved|v=> ¢b mite <0Viel}

iel

Wir schreiben kurz
v >0, falls v e d7,
v<0,fallsved .
Beispiel 2.50.
1. Aus Beispiel 2.48 erhalten wir fiir Ds
"= {bi, by, bi + b;}

d~ = {—b;, —b;, —b; — b;}
und bemerken ® = &+ U &~
2. Betrachte Dy, = (i, | 1%, 7%) = (i)-(17). Wegen (ij)~! = ji hat jedes Element
aus D, somit die Form

(e7)", (54)", ()" oder i(j2)"
fiir ein n € N. Wir berechnen nun das Wurzelsystem. Es gilt
(i5)"(bs) = (040,)"(b) "= (21 + 1)b; + 2nb;
und damit erhalten wir (i5)"(b;) € ®* fir n > 0. Weiter gilt
i(ig)" (b)) = 0:((2n + 1)b; + 2nb,)
= (2n+ 1)o(i)(b;) + 2no;(b;)

und somit 7(i5)"(b;) € ®* fitr n > 1. Es lasst sich leicht nachrechnen, dass wir
fir Do, das folgende Wurzelsystem erhalten:

O = {kb; +1b; | k)1 €Z: |k —1| =1}

26



Lemma 2.51. Firw € D,, = (i,j | 1%, 5%, (ij)™) gilt
1. l(w) < m.

2. Wenn keine reduzierte Darstellung von w mit i endet, dann gilt [(w) < m —1
und w(b;) > 0.

Beweis. UA. ]
Theorem 2.52. Seiw € W und i € I beliebig. Dann gilt

1. l(wi) =l(w) + 1 <= w(b;) >0,

2. l(wi) =l(w) — 1 <= w(b;) <0.
Beweis. Wir zeigen die Aussagen induktiv nach der Wortldnge von w.

1. Fir l[(w) = 0 gilt w =1 und damit w(b;) = b; > 0.
Fiir den I.S. schreibe w = 4;...7; mit [(w) = k. Damit gilt

l(wig) = l(w) — 1
und damit nach Voraussetzung i # ix. Setze nun J := {i, i} und betrachte
W; = Dy, ,
Wir definieren die Menge
A={veW|viwe Wy, l(v) + ;v w) = l(w)}

und sehen, dass A wegen w € A nicht leer ist. Sei nun v € A mit minimaler
Lange [(v) und setze
vy i=v tw € Wy

Wir erhalten damit die Zerlegung w = vvy und
l(w) =1(v) + 1;(vg)-

Die Idee ist nun, die I.V. auf v und ¢ anzuwenden. Dazu ist [(v) < [(w) und
[(vi) = l(v) + 1 zu zeigen. Zunéchst gilt wegen

(wig) " 'w = ipw ™ w =i, € Wy
und
(wi) + U((wig)~'w) = L(wiy) + 1(i5) = (Hw) — 1) + 1 = I(w)
dass wiy in A liegt. Wegen der Wahl von v gilt somit

[(v) < l(wig) = l(w) — 1
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und somit [(v) < I(w). Es bleibt zu zeigen, dass [(vi) = I(v) + 1 gilt. Ange-
nommen das ist nicht so, dann gilt also [(vi) = [(v) — 1. Weiter gilt

l(w) = I(viiv™ w)
< (i) + (v w)
=1(v) — 1+ 1(iv"'w)
<I(w) — 1+ 1;(iv"'w)
<) — 14+ 1;(0) + 1y (v " w)
=1(v) + (v 'w)
= l(w)

und somit Uberall Gleichheit. Insbesondere erhalten wir

o~

(w) = l(vi) + 1;(iv + w)

und somit vi € A. Da nun angenommen war, dass [(vi) = [(v)—1 gilt, erhalten
wir aber einen Widerspruch zur Minimalitat von v.
Analog zeigt man [(viy) = [(v) + 1. Mit der [.V. erhalten wir

v(b;), v(big) > 0.
Zuriick zu w(b;): Es gilt nun mittels der Zerlegung fir w dass

Zudem wissen wir (wie im Beweis von Satz 2.43 gezeigt), dass vo(b;) € (b;, b;,)-
Daher gibt es x,y € R mit

Uo(bi) = ZEbl + ybik.
Somit erhalten wir
w(b;) = v(zb; + yb;, ) = zv(b;) + yo(b;,)

Da nach obigen Rechnungen v(b;), v(b;,) > 0 gilt, reicht es zu zeigen, dass fur
vg = v lw € Wy = (i,4) gilt: vo(b;) > 0. Damit haben wir das Problem auf
eine Diedergruppe runtergebrochen.

Nun gilt [;(vgi) > 1;(vg), denn angenommen das wére nicht so, dann wiirde
gelten:

l(wi) = I(vo™ 'wi)
<1(v) + (v wi)
= l(v) + l(vot)
< U(v) + 1;(voi)
<)+ 1;(vg) = l(w)

was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Die Behauptung folgt mit dem
vorigen Lemma.
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2. Wir setzten w’ = wi. Aus der Voraussetzung l(wi) = [(w) — 1 folgt
l(w'i) = l(w) = l(wi)+1=1(w)+ 1.
Damit erhalten wir nach (7)
0 < w'(by) = wi(h;) = w(=b;) = —w(b;)

und damit wie gewiinscht w(b;) < 0.

Korollar 2.53. Die geometrische Darstellung ® : W — GL(V') ist treu.

Beweis. Sei w € ker ®. Angenommen w ist nicht trivial, dann gibt es £ > 1 und
il, ...,ik € I mit

und [(w) = k. Nun gilt [(wig) = [(w) — 1 und mit dem Theorem 2.52 erhalten wir
w(b;,) <0
aber andererseits gilt wegen w € ker ®
w(b;,) = ®(w)(b;,) = b, >0
was uns zu einem Widerspruch fiihrt. O]
Korollar 2.54. Jede Wurzel aus ® ist entweder positiv oder negativ, d.h. es gilt
d=0"UP.
2.7 Parabolische Untergruppen

Sei (W, I) ein Coxetersystem mit Coxetermatrix m = (m;;); jer
Definition 2.55. Fiir J C I heifit die von J erzeugte Untergruppe
Wy=({J)<W
eine standard parabolische Untergruppe von W.
Satz 2.56. (W, J) ist ein Coxetersystem mit Cozetermatriz m|yyy, d.h. es gilt
Wy = (J | (@)™ Vi,jelJ),

Beweis. Sei (Wj,J) das Coxetersystem mit Coxetermatrix m| ;. Wir betrachten
die Inklusionsabbildung J < W) welche sich nach der (UE) zu einem Homomor-
phismus

T Wy —= Wy
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fortsetzen lasst. Da W; von J erzeugt wird, ist 7w surjektiv. Ohne Schwierigkeiten
rechnet man nach, dass das folgende Diagramm kommutiert.

Wy —— GL({b)jer) —— GL(V)
\ Jo, o
W, w

Da die Darstellung ® = U|y, o 7 treu ist, muss nun aber schon 7 injektiv sein. [
Satz 2.57. Firw e W gilt l(w) = [;(w) = Ly(w).
Beweis. Wir beweisen die Aussage induktiv nach der Wortlange [(w).
LA l(w) =0 w=1<I(w)=0
L.S. Sei k :=1;(w) > 0 und 4y, ..., 1 € J mit w = 7;...5. Fiir w’ := wij, gilt nun
ly(w) =1;(w'ig) = 5 (w') + 1.
Mit Theorem 2.52 bzgl. (W, J) erhalten wir
w'(b;,) >0
und wieder mit Theorem 2.52 aber bzgl. (W, I) weiter
Ir(w'iy) = l(w') +1

und somit

]

2.8 Kilassifikation sphéarischer und affiner Coxetergruppen

Fiir die Klassifizierung der endlichen Coxetergruppen anhand des Coxetergraphen
ist folgendes Resultat von entscheidender Bedeutung.

Theorem 2.58. Sei (W, I) ein irreduzibles Cozetersystem und W — GL(V) die
geometrische Darstellung bzgl. der konstruierten Bilinearform B. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. B ist positiv definit.
2. W ist eine endliche Gruppe.

Beweis. Wir beweisen zundachst die Richtung 1. = 2..
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Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Da B positiv definit ist, ist B ein Skalarprodukt. Wiéhle fiir V' eine ONB und
erhalte fiir n := #1

W — GL(V) = GL,(R)
und damit auch

D(W) C O(V) 2 0,(R)

Wir betrachten O,(R) € GL,(R) C R mit der induzierten Topologie. Damit
ist O, (R) eine topologische Gruppe.

Wir zeigen: O,,(R) ist kompakt.
Sei (An)nen € On(R) eine konvergente Folge mit Grenzwert A € GL,(R).
Dann gilt

AAT = lim A, lim Ag

n—o0 n—oo

= lim (A4,AL)

n—oo

= lim 1 = 1.

n—o0

und damit A € O,(R). Also ist O,,(R) abgeschlossen.
Fiir beliebiges A € O, (R) betrachte die Zeilensummennorm. Wir erhalten

[A[:= max{[|A;lls [ j =1, ..., n}
<max{K - ||4l2|j=1,...,n}
< K -max{||4;ll2]j=1,...,n}
=K-1.

In der zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass alle Normen auf dem R™
aquivalent sind. Aus demselben Grund erhalten wir damit, dass O, (R) nun
auch beziiglich der euklidischen Norm beschriankt ist und nach Heine-Borel
somit kompakt ist.

Wir zeigen: (W) C O, (R) ist diskret.
Wir betrachten dazu den Dualraum V* zu V, also

V*={f:V = R| f linear}.
Definiere fiir w € W die lineare Abbildung

O (w): V= V*
ffod(w™)

Betrachte nun die zu ® duale Abbildung

"W — GL(VY)
w — " (w)

Ohne Miihe rechnet man nach, dass

©:GL(V) = GL(V*)
tes [frs fot™]
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ein Homoéomorphismus ist und folgendes Diagramm kommutiert:

GL(V) =9 GL(V*)

Damit ist auch ®* treu und es reicht nun zu zeigen, dass ®*(W) C GL(V*)
diskret ist. Wir setzten dazu

offen
Hf={feV"| f(b;)>0} € V*
offen
Hy ={feV | fb)<0} €V~
offen
C’::ﬁH;r c Vv

iel
Da ®*(WW) eine topologische Gruppe ist, reicht es eine Umgebung Ui, C
GL(V*) zu finden mit

Uidy. N@* (W) = {idy~}.
Sei dazu & € C' # @ beliebig. Wir definieren die Abbildung
U:GL(V*) = V*
g9 = g(&)

Man rechnet nach, dass ¥ stetig ist. Damit erhalten wir unseren Kandidaten

offen
Ui, :== 0 H(C) € GL(V*).
Angenommen Uy, N ®*(W) # {idy«}. Dann gibt es 1 # w € W mit ®*(w) €
Uidy. - Sei k = l(w) und 4y, ..., 9, € I mit w = 4;...3;. Dann gilt
H(wtin) = U((iaw) ™)
<Il(w) =1l(w™)
und mit Theorem 2.52 erhalten wir w!(b;,) < 0. Also existieren \; < 0 mit
U)71<b1'1) = Z )\zbz
iel
Wir erhalten
O (w)(§) (b)) = (€0 2(w™))(by,)
= &(@(w™)(bi,))
—¢(X ) = S acm
iel i€l
Nun gilt A; <0 und £(b;) > 0 also erhalten wir
damit ®*(w)(§) ¢ C und somit einen Widerspruch.
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Schritt 4:

Schritt 5:

Schritt 6:

Wir zeigen: H := (W) C O,(R) =: G ist abgeschlossen.
Sei (hy)r) € H eine konvergente Folge mit Grenzwert g € G. Betrachte die
konvergente Folge

(hkg_l)k —1eH

Da H nach Schritt 3 diskret ist, existiert eine offene Umgebung U C G von 1
mit U N H = {1}. Da

¢:GxG—G, (g,h) > gh™?
stetig ist, ist o1 (U) C G x G offen. Es gibt also (U;);, (U;); € G offen mit
6~ (U) = U x U;.

i?j

Da (1,1) % 1 existieren io und jo mit (1,1) € U;, x Uj,. Wegen der Konvergenz
von (hig™'); gegen 1 gibt es nun ein ny € N, so dass fiir alle k > ng gilt

hg™t € Ui, NUj, .
Damit gilt nun aber fiir alle &, 1 > ng
hig” (g ")t = hiht € o(Uy, x Uy,) C UL

Da nun U N H = {1} gilt, folgt schon h := hy = h; fir alle k,1 > ny. Folglich
konvergiert (hy), gegen g =h € H.

Wir zeigen: Y diskret + abgeschlossen, X kompakt und Y C X = Y endlich.
Fiir jedes y € Y wihle eine Umgebung U, mit U, NY = {y}. Dann gilt

X=X-Y)u U U,=X-Y)U U U,
yey y€Yp
fiir eine endliche Teilmenge Y, C Y, da X kompakt ist. Wir erhalten
Y:(U U,)NyYy = U U,NY) = U{y}:YO.

yEYD yEYy yEYD

Nun ist ®(W) C O, (R) nach Schritt 3 diskret und nach Schritt 4 abgeschlos-
sen. Weiter ist O, (R) C R nach Schritt 2 kompakt. Mit Schritt 5 erhalten
wir die Endlichkeit von ®(W) = W.

Wir beweisen nun die andere Richtung 2. = 1.

Wir betrachten dazu das Radikal der Bilinearform B:

VL::{UEV‘B(U,V):O}
={veV|Viel:Bvb) =0}

Fiir beliebige w € W,v € V+ und i € I gilt

B(®(w)(v), bi) "= Bv, d(w™)(b;) = 0

und daher ist auch V+ ®-invariant.
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Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Wir zeigen: U G V' ®-invariant = U C V.
Betrachte die beiden Teilmengen
L:={iel|beU}
L={icl|b¢U}=1I
Esgilt also I = [; Ul und I, # @ da U # V. Angenommen [, # @. Da (W, 1)

irreduzibel ist, gibt es dann ¢; € I; und 75 € I3, so dass die entsprechenden
Ecken im Coxetergraphen verbunden sind, d.h. es gilt

B(by,, b;,) # 0.
Da U ®-invariant ist, gilt
U> CI)(ZQ)(bZl) = Ojy (bll) - bil - 2B<bi17bi2)bi2
und damit auch
2B(b;,, by, )by, € U.

Wegen B(b;,, b;,) # 0 erhalten wir damit den Widerspruch b;, € U. Also wissen
wir [ = I, und damit enthalt U keinen Basisvektor. Sei nun u € U beliebig.
Dann gilt fiir beliebiges @« € T

und damit

Da b; nicht in U liegt erhalten wir B(u,b;) = 0 und da i € I beliebig war
ue vVt

Wir zeigen V+ = {0}.
Angenommen das ist nicht so. Wegen B(b;,b;) = 1 gilt b; ¢ V+ und damit

L
{0} SVv-GV

Da V+ ®-invariant ist, erhalten wir mit dem Satz von Maschke (Satz 2.39)
einen weiteren ®-invarianten Unterraum U C V mit V = V+@U. Nach Schritt
1 wissen wir dann aber U C V+ und erhalten somit einen Widerspruch.

Wir halten hier nur fest, dass aus Schritt 1 und Schritt 2 direkt folgt, dass ®
irreduzibel ist.

Konstruktion von B.
Mittels dem Standardskalarprodukt (_, ) auf V = R#! definieren wir:

1

B:VxV >R —
X — ,(Ul,Ug)f—)#Wwew

(w(v1), w(vs))

Man rechnet nach, dass B W-invariant und positiv definit ist.
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Schritt 5: Wir zeigen: B ist positiv definit.
Wir definieren die beiden linearen Abbildungen

f: V=V v~ B(z,.)
f: V=V 20 Bz,
Da Vi, Vi = {0} sind f und f injektiv und aus Dimensionsgriinden schon

Isomorphismen. Wir definieren weiter den Isomorphismus g := f 1o f:V —
V. Fir x,y € V beliebig gilt nun

B(z,y) = f(z)(y)
= (fog)()(y)
= flg(x)(y) = B(g(z),y).

Aus dieser Gleichung erhalten wir weiter

und damit N
g(w(z)) —w(g(x)) € V= {0}
da B ein Skalarprodukt ist. Damit erhalten wir fiir jedes z € V/
g(w(z)) = w(g(x)).
und daher insbesondere fiir x = b; und beliebiges ¢ € I:
oi(g(bi)) = g(oi(b:))
= g(=bi) = —g(b:)
Also bildet die abstrakte Spiegelung o; den Vektor g(b;) auf —g(b;) ab. Daher
gibt es ein ¢ # 0 mit
g(b;) = c- b
und wir erhalten
b; € ker(g — c - idy).
Nun rechnet man nach, dass dieser nichtleere Kern ®-invariant ist. Da & irre-
duzibel ist erhalten wir
ker(9 —c-idy) =V =g =rc-idy
und somit )
B=c-B.

Da nun B positiv definit ist und 1 = B(b;, b;) gilt, folgt bereits ¢ > 0 und
damit die positive Definitheit von B.
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]

Nach diesem langen technischen Beweis konnen wir nun den ersten Teil unserer
gewiinschten Klassifizierung der endlichen Coxetergruppen durchfiihren.

Satz. Die in Theorem 2.23 aufgezihlten Cozetergruppen sind endlich.

Beweis. Wir zeigen das hier fiir den Graphen F), = e ° 4 ° o.

Wir erhalten I = {iy,1,13,74} und die Coxetermatrix hat die Gestalt:

1 32 2

()i (3142
ij)iiel 2 41 3
2 2 3 1

Die Gram-Matrix der Bilinearform B(b;,b;) = — cos (mi) hat die Form

ij

1 -3 0 0
1 1 -1 9
(Bijliger = | 4 _ 1 2
e 0 —% 1 —3
o 0 -3 1
Nun gilt
W (Fy) ist endlich 222 B ist positiv definit
<= Gram Matrix (B;;) ist positiv definit
<= Alle Hauptminoren sind positiv
und letzteres ist jetzt eine einfache Rechnung. O

Fiir die andere Richtung von Theorem 2.23 benétigen wir die folgende Definition.

Definition 2.59. Seien I',T Coxetergraphen mit Ecken I, I und Kantenbeschrif-
tungen m;; und m;;. Wir nennen I' einen Untergraphen von I' wenn gilt

1. I C T und
Wir schreiben dann kurz T <T.

Beispiel 2.60.
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Lemma 2.61. Seien r<r Cozxetergraphen und B, B die zugehdrigen Bilinearfor-
men auf V < V. Sei nun A =3 ;c; A\ibi € V- mit \; > 0 fiirv e I. Dann gilt

B\ A) < B\ ).
Beweis.

BN = B = 32 A, (B(bi, b)) — Bbi,by))

i,5€l

:ZN%@@@) @ﬁ)+ZAA “)_EWW

G

=1-1=0

™ ~
= Z )\z/\] — COS + cos — + Z /\z)\j -1 - B(bz7 b])
i],m;j7#00 MM i i#j,mij=00 T
<0 da 7 <my; B
<0
[

Nun sind wir bereit den fehlenden Teil von der Klassifizierung der endlichen
Coxetergruppen zu beweisen.

Satz. Sei (W, I) ein irreduzibles Cozetersystem mit Cozetermatriz I'. Wenn W end-
lich ist, ist I' schon einer der Graphen wie in Theorem 2.23 angegeben.

Beweis.

1. Zunéchst kann I' keine Kante besitzen, welche mit oo beschriftet ist. Denn
sonst wiirde W eine unendliche Diedergruppe (i, j) = Do, enthalten.

2. T ist ein Baum. Denn angenommen nicht, so betrachten wir den folgenden
Untergraphen von I':

ir (1)

i (1) s (1) ko (1) ik (1)

und setze \ = Z§:1 Aijbi; = Zf:j 1+ b;;. Nun gilt

k
=" Blby; b)) + > Blbi,, by) _k_zk;.;:o
j=

1%/—’ ]#ﬁz—’

und nach dem vorigen Lemma ist B damit nicht positiv definit. Nach Theorem
2.58 wére W somit unendlich.
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3. Nun miissen wir uns Gedanken tiber die Gestalt dieses Baumes machen. Wir
unterscheiden ihn anhand der Verzweigungspunkte.

e Mehr als ein Verzweigungspunkt ist nicht moglich. Sonst betrachte fol-
genden Untergrpahen:

1 1
4.7
>2 2 2 2<
1 1

e Nun der Fall, dass I' genau einen Verzweigungspunkt hat. Dieser muss
Valenz 3 haben, denn sonst betrachte folgenden Untergraphen:

1 1
2
1 1
Alle Kanten sind unbeschriftet, denn sonst betrachte folgenden Unter-
graphen:
1
4
—eo—o
2 2 2 2
1

Nun miissen wir uns nur noch iberlegen, wie lang die drei Arme von I’
jeweils sein konnen.

Zunachst muss mindestens ein Arm Linge 1 hat. Denn sonst be-
trachte folgenden Untergraphen:

Nun kiitmmern wir uns um die anderen beiden Arme.
— Zunéchst der Fall, dass ein zweiter Arm ebenfalls Lange 1 hat. Dann
kann der tibrige Arm beliebig lang sein und I' ist D,, fiir ein n € N.

— Nun der Fall, dass die beiden anderen Arme mindestens Lénge 2
haben. Dann hat hochstens ein Arm Lénge 3, denn sonst betrachte
den folgenden Untergraphen:

2

°
2 3 4

we
e
—_
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Also hat der erste Arm Lénge 1 und der zweite hat Linge 2. Nun
kann der dritte Arm maximal Lange 4 haben, denn sonst betrachte
den folgenden Untergraphen:

el

2 4 6 5

e
w
[\
—_

Damit hat der iibrige Arm Lénge 2,3 oder 4 und I ist damit g, E-
oder FEjs.

e Nun der Fall, dass es keinen Verzweigungspunkt gibt. Wir unterscheiden,
wie viele Kanten beschriftet sind.

— Es ist hochstens eine Kante beschriftet, denn sonst betrachte
den folgenden Untergraphen:
4 4
V2 o2 2 2 2

— Wenn keine Kante beschriftet ist, erhalten wir I' = A,, fiir ein n € N.

— Wenn genau eine Kante beschriftet ist, sind folgende Untergraphen
ebenfalls verboten, wobei 7 = 1+—2‘/5:

e

e

N
e

[ .6.
1 2 /3
4
[ [ 4 [ 4 @ @
L2 3 22 V2

Damit bleiben fiir I' nur B,,, F,,, G5, Hs, Hy und I5(m) iibrig.
]

Damit haben wir Theorem 2.23 nun bewiesen und damit die Klassifizierung der
endlichen Coxetergruppen abgeschlossen. Man kann mithilfe der Bilinearform nun
noch viele andere schone Coxetergruppen klassifizieren.

Definition 2.62. Sei (W, ) ein irreduzibles Coxetersystem und ® : W — GL(V)
die geometrische Darstellung bzgl. der Bilinearform B. Wir nennen W eine affine
(oder auch euklidische) Coxetergruppe, falls B positiv semidefinit, aber nicht positiv
definit ist.
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Lemma 2.63. Sei (W, 1) irreduzibel und B positiv semidefinit. Dann gilt:

1. Vt={veV|B(,v) =0},

2. 0= Nb€eVE—{0}=Viel:\#0.
Beweis.

1. Sei A die Gram-Matrix von B bzgl. (b;);c;. Dann gilt

Vi ={r € R"| Az = 0}.
Wir definieren nun
N:={veV|B,v)=0}={zcR"| 2" Ar = 0}.

Offensichtlich gilt V- C N. Zu zeigen bleibt N C V+. A ist symmetrisch
und positiv semidefinit, also existiert eine Diagonalmatrix D = (dy, ..., d,,) mit
d; > 0 und eine orthogonale Matrix P mit

D =PTAP.

Beh: y!'Dy =0= Dy =0.
Bew: Es gilt

ozyTDy:ZgLi.
i=1 >0 >0

Damit folgt fiir alle i = 1, ...n. aber schon d;y? = 0 und somit d; = 0 oder
y; = 0 und somit erhalten wir

Dy => dy; = 0.

i=1
Sei nun z € N beliebig. Damit erhalten wir

(P"z)"D(P"z) = 2" PDP"x
= 2" P(PTAP)P"z
=2TAz =0

Mit der Hilfsbehauptung folgt somit schon
0= D(P'z) = (DP")z = (PTA)xz = PT(Ax)
und da P7 bijektiv ist, erhalten wir wie gewiinscht Az = 0.

2. Sei v =", \ib; € VE — {0} beliebig.
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Schritt 1: Wir zeigen: w := 37, | \|b; € V.
Es gilt B(b;,b;) < 0 fur ¢ # j. Also erhalten wir

0 < B(w,w) = Z | Ail|A;1B(bi, by)
2,7
< 3" AN B(b,,b;)
i

= B(v,v) 9.

und mit (i) erhalten wir w € V+.
Schritt 2: Wir zeigen fiir alle t = 1,...,n: \; # 0.
Wir betrachten
J:={je{l,.n} |\ #0}
und J = {1, ,n} —J. Wegen v # 0 gilt J # &. Angenommen J + @,
dann sei i € J. Wegen w € V+ gilt

—_————

=
AN <0

und somit erhalten wir B(b;,b;) = 0 fiir alle j € J. Damit gilt m;; = 2
fir alle ¢ € J und j € J. Das ist aber ein Widerspruch zur Irreduzibilitét
von I'.

O

Lemma 2.64. Se: (W, I) irreduzibel und B positiv semidefinit. Dann ist jeder echte
Untergraph I' S T' positiv definit. (D.h. die entsprechende Bilinearform.)

Beweis. Sei T' < T ein Untergraph mit nicht positiv definiter Bilinearform B. Wir
miissen zeigen, dass schon I' = I" gilt. Es existiert also ein von 0 verschiedener Vektor

v= Y \NbeVCV

icl

mit B(v,v) < 0. Fitr w = e/ | \s|b; € V gilt nun

o
AN
Sv

(w,w), (B positiv semidefinit)
(w,w), (Lemma 2.61)

(v,v), (wie in Beweis von Lemma 2.61)

VAN VAN VAN
S o o

Also gilt uberall die Gleichheit.

e Wegen B(w,w) = 0 erhalten wir w € V+ und somit |\;| # 0 fiir alle i € [
nach Lemma 2.63. Damit stimmen die Eckenmengen also tiberein.

e Wegen B(w,w) = B(w,w) gilt also auch m;; = m;;.

Insgesamt erhalten wir also I' =T O]
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Theorem 2.65 (Klassifikation der irreduziblen affinen Coxetersysteme).
Sei (W, I) ein irreduzibles Coxetersystem und I' der zugehdérige Cozetergraph. Dann

ist daquivalent:

1. W ist affin.

2. T ist einer der folgenden affinen Coxetergraphen:

Bezeichnung Graph
A o
A, (n>2) A
By = Cy N S
B, (n>3) :>H 77777777 — e
Co(n>3) ot e o .
D, (n>4) &H ,,,,,,,, Hé:

FE; ° ° ° I ° ° °
Fy ° ° I ° ° ° ° °
~ 4

Fy — o ° ° °

= 6

G o o
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Bemerkung. Sei (W, I) ein irreduzibles endliches Coxetersystem. Dann nennt man
W auch sphdrisch. Die Motivation hinter den Namensgebungen sphérisch und affin
werden wir in Kapitel 3 erkunden.

2.9 Deletion und Exchange Condition

Definition 2.66. Sei G eine Gruppe und I C G ein Erzeugendensystem aus Invo-
lutionen. Wir definieren die beiden folgenden Bedingungen:

(D) Deletion Condition: Seien iy, ...,i, € I und w = 4;...7, mit {;(w) < ¢. Dann
existieren 1 < r < s < g mit

A A

W= iy e g

(E) Exchange Condition: Seien 4,11, ...,7, € I und w = 4;...i; mit [;(w) = ¢.
Dann gilt entweder [(wi) = [(w) + 1 oder es existiert 1 < r < ¢ mit
A

W= iy g

Dabei bedeutet A das Weglassen des jeweiligen Symbols.

Satz 2.67. Sei G = (I) von Involutionen erzeugt. Dann sind die Bedingungen (D)
und (E) daquivalent.

Beweis.
(D)=(E): Sei l(wi) # l(w) + 1. Fir i, =i gilt dann
R ¢ ) RO A A
Wi = 11..0glg41 = 1. dpenlseiglgy.
Wegen [(w) = ¢ folgt s = ¢ + 1 also gilt

AR A
Wl = 1100 0glg4+1 = 11... 2.0

und damit:
N

W= iy g
(E)=(D): Wegen l(w) < g existiert j € {1, ..., q} mit {(¢y...i;) = jund l(i1...5;4;41) <
j+1. Wende nun (E) auf ¢;...4; und i := i,41 an. Es existiert also ein 1 < r < j mit

A
11...05 = 1100 050541

und damit erhalten wir
A
== (21@T2j2j+1)(2j+17/q)

N A .
=10 0505410542.. .0
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Lemma 2.68. Sei (W, 1) ein Coxetersystem. Firi € I gilt dann

Beweis. Seiv =37 \jb; € @+—{bi}. Also gilt A; > 0 fur alle j = 1, ..., n. Zunéachst
ist v kein Vielfaches von b;, denn es gilt B(v,v) = 1 und somit

O N (b;) = {bi}.
Wegen v # b; gibt es mindestens ein j # ¢ mit A\; > 0. Nun gilt
oi(v) =v—2B(v,b;)b;

und daher unterscheiden sich v und o;(v) nur in den Koeffizienten von b;. Insbeson-
dere stimmen die Koeffizienten bei b; tiberein. Da jede Wurzel entweder positiv oder
negativ ist und \; > 0 folgt schon o;(v) € ®*. Nun gilt o;(v) # b;, denn

o(b;) = —=b; #v
und o; ist eine abstrakte Spiegelung; hat also Ordnung 2. Insgesamt erhalten wir
0i(®F — {b;}) C & — {b:}
und durch Anwenden von o; ' = o, folgt schon die Gleichheit. O]
Wir betrachten nun die Menge:
T :={wiw™' |weW,icl}

Jedes Element aus T ist eine abstrakte Spiegelung unter der geometrischen Darstel-
lung ®. Wir setzten

T (V) == wiw™ (v) = v — 2B(v,w(b;))w(b;).
Lemma 2.69. Seien o, 3 € " und w € W mit w(a) = 8. Dann gilt
waaw_1 =o0p
Beweis. Wir schreiben o = z(b;) und 5 = y(b;) und erhalten nach Voraussetzung
(wz)(b) = w(a) = B = y(b;)
und somit gilt wy(b;) = x(b;). Daher erhalten wir

wo,w™ (B) = wou(wy(b;))
= wriz x(b;)
= wx(i(b;))
= —wz(b;) = —y(b)
Also gilt

und somit
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Satz 2.70. In jeder Coxetergruppe (W, I) gelten die Bedingungen (D) und (E).

Beweis. Nach Satz 2.67 reicht es zu zeigen, dass (E) in W gilt. Seien also 4, iy, ..., 7, €
I'und w = iy...5, mit [(w) = g und [(wi) # {(w) + 1. Damit gilt also {(wi) = {(w) —1
und mit Theorem 2.52 erhalten wir w(b;) < 0. Sei nun 1 <r < ¢ — 1 mit

ir+1...iq(bi) > (0 und
irir+1...iq(bi) < 0.

Mit Lemma 2.68 erhalten wir
ir+1...iq(bi) = bir

und mit Lemma 2.69
Z?“+1"'ZqZZQ"‘ZT+1 - Z?"'

Damit erhalten wir

= iy (Bt g iyt Vi1 g
A o
=01 10 lp 41 240

]

Man kann nun zeigen, dass diese Bedingungen nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend fiir die Klasse der Coxetergruppen sind. Dieses folgende Resultat
werden wir in der Vorlesung aber nicht beweisen, da der Beweis sehr kombinatorisch
und technisch ist.

Theorem 2.71 (Charakterisierung von Coxetergruppen). Sei G = (I) eine von
Involutionen erzeugte Gruppe. Dann ist dquivalent:

1. (G,I) ist ein Coxetersystem,
2. (E) gilt in G,
3. (D) gilt in G.
Ohne Beweis.
Satz 2.72. Sei (W, I) ein Coxetersystem und J, K C I. Dann gilt:
1. Wy=WgeJ=K,
2. Wing = W;N Wk,
3. W, CWig < JCK.
Beweis. UA. O
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3 Gebiaude

3.1 Gebidude als Kammernsysteme

Wir erinnern zunéchst an die folgende Definition:
Definition.

1. Ein Kammernsystem tber eine Indexmenge I ist eine Menge K mit einer
Aquivalentrelation ~; fir alle ¢ € I. Die Elemente in K heiflen Kammern.

2. Eine Gallerie in K ist eine endliche Folge von Kammern (cy, ..., ¢;,,) mit ¢ #
Ci+1 und ¢ ~;, cpyq fur alle K <m — 1.

Definition 3.1. Seien A, A, zwei Kammernsysteme iiber I. Eine Abbildung
A — Ay
heifit Kammern-Homomorphismus, falls fir alle ¢ € I und ¢, € Ay gilt:
crid = f(e) ~i f(d)
Definition 3.2.

1. Sei M = (m;;) eine Coxetermatrix (bzw. I' ein Coxetergraph) und (W, ) das
zugehorige Coxetersystem. Ein Gebdude vom Typ M (bzw. T') ist ein Kam-
mernsystem A iiber i mit einer Abstandsfunktion

d:AXA—=W

mit den Eigenschaften:

(G1) Jede Aquivalenzklasse jeder Aquivalenzrelation ~; von A enthélt min-
destens zwei Elemente.

(G2) Seien z,y € A und w = i;...i, mit {(w) = k. Dann gilt:
d(z,y) = w < 3 Gallerie : x ~» y vom Typ (i1, ..., i)

Reduzierte Worte beschreiben also genau die Gallerien in A. Wir nennen #1
den Rang des Gebdudes (A, ).

2. Ein Gebaude heift dick (bzw. diinn), wenn jede Aquivalenzrelation ~; von A
mindestens drei (bzw. genau zwei) Elemente enthélt.

Bemerkung. Setzte man in (G2) w =1 oder w = i € [ erhalt man:
o j(r,yy=lear=y
e d(r,y)=isr~yyANT#y
Also bestimmt das Paar (A,d) die Aquivalenzrelationen ~; und damit das Kam-

mernsystem.
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Damit erhalten wir eine alternative Definition fur Gebaude:

Definition 3.3. Ein Gebdude vom Typ M (bzw, ') ist eine Menge A mit einer
Abbilung § : A x A — W mit den Eigenschaften:

(G1’) Fir alle i € I ist durch
T g Y = 5(‘Tay) S {172}

eine Aquivalenzrelation auf A definiert und jede Aquivalenzklasse enthélt min-
destens zwei Elemente.

(G2) wie vorher.

Wir wollen nun verstehen, zu welchen Coxetermatrizen/-graphen es dicke bzw.
diinne Gebaude gibt. Zunéchst kiimmern wir uns um die diinnen Gebéaude:

Beispiel 3.4. Sei M eine Coxetermatrix und (W, I') das zugehorige Coxetersystem.
Wir definieren

S W X W = W
(z,y) — 7y

Dann ist (W, dy) ein diinnes Gebaude vom Typ M.
Beweis. (G1) Seien z,y € W und i € I beliebig. Dann ist
T~y ey € {1,0)

eine Aquivalenzrelation und jede Aquivalenzklasse enthélt genau die beiden
Elemente {x, zi}.

(G2) Seien z,y € W und w = iy...iy, € W beliebig mit [(w) = k. Dann gilt

S(z,y) =2 'y = w = iy...4
Sy = xiy...0

& (x, xiy, ..., xiy...1;) ist eine Galliere von = nach y vom Typ (i1, ..., i)
]

Definition 3.5. Sei A ein Kammernsystem iiber I. Der Kammerngraph I'a ist der
folgende Graph:

e Ecken: V(I'a) := A
o Kanten: E(I'a) :={{z,y} |z #y,Fiel xz~; y}

Beispiel. Wir betrachten den Kammerngraph zu (Ds, dp,):
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] Ji
11
Bemerkung.
1. Galerien in (A, ~;cr) entsprechen genau den Wegen in I'a.

2. (A, ~jer) ist genau dann zusammenhéngend, wenn ' es ist.

Definition 3.6. Sei (A, ~;c;) ein Kammernsystem tiber I und I'a der Kammern-
graph. Wenn

V:E(la) =1
{z,y} = imit z ~; y

wohldefiniert ist, dann heif3t ¥ die Kantenfdirbung von I'a.
Bemerkung. Fiir Gebaude ist die Farbung ¥ wohldefiniert.

Beweis. Sei (A,0) ein Gebaude von Typ M. Seien z,y € A mit x # y, v ~; y und
x ~j y. Dann gilt schon

Jj=90d(z,y) =1i.

Beispiel.

1. Wir betrachten die Kantenfirbung zu (D3, dp,):

Jjij Jt J 1
‘ . ' .



Definition 3.7. Ein Homomorphismus zwischen zwei Gebduden (A, §), (A’, ") vom
gleichen Typ, ist eine Abbildung f: A — A’ so dass fir alle z,y € A gilt:

o(z,y) = 8'(f(x), f(y))

Falls f zudem bijektiv ist, nennen wir f einen Isomorphismus. (Die Umkehrabbil-
dung ist auch ein Homomorphismus(!))

Satz 3.8. Seien (A,0), (A, ") Gebdude vom gleichen Typ und A Ty A eine in-
jektive Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1.

f ist ein Gebdude-Homomorphismus.

2. f ist ein Kammern-Homomorphismus.

Beweis.

1. = 2. Seien z,y € A und i € [ mit  ~; y. Dann gilt nach (G1’) é(x,y) € {1,i} und

wegen 1. erhalten wir o'(f(x), f(y)) € {1,i}. Wieder nach (G1’) erhalten wir
somit f(z) ~; f(y).

. Seien z,y € A mit x # y. Schreibe 0(z,y) = w = iy...i,, mit [(w) = m > 0.

Nach (G2) existiert eine Gallerie (x = cg, ..., cx = y) vom Typ (i1, ...,7). Wir
erhalten:

T~y C1 iy weon iy Ch—1 i, Y
= [(x) ~iy fler) ~iy oo~y fler—1) ~i [(y)

Wegen der Injektivitat von f ist (f(z) = f(co), ..., f(cx) = f(y)) damit eine
Gallerie vom Typ (iy, ..., i) und damit erhalten wir

]

Lemma 3.9 (Einfache Eigenschaften von Gebauden). Sei (A, ) ein Gebdude vom
Typ M und (W, 1) das zugehirige Coxetersystem. Dann gilt:

1.

A ist zusammenhdngend.

2. Firze A isto(x, ) : A — W surjektiv.

8. Firx,y € A gilt: §(x,y) = d(x,y)~".

Bewess.

1.

Seien z,y € A und schreibe §(z,y) = w = 41...i;, mit {(w) = m. Nach (G2)
gibt es eine Gallerie  ~ y vom Typ (i1, ..., 7).

2. Sei w € W beliebig und schreibe w = iy...i;, mit {(w) = m. Wir setzten

¢ := x und induktiv wihle ¢; € [cx_1];, —{ck—1} (Das ist moglich wegen G2).
Dann ist (co, ..., ¢,,,) eine Gallerie vom Typ (i, ..., i, ) und nach (G2) gilt somit
Sz, cm) = w.
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3. Seien z,y € A beliebig und schreibe 6(z,y) = w = iy...i,, mit [(w) = m. Nach
(G2) existiert eine Gallerie (z = ¢y, ..., ¢ = y) vom Typ (i1, ..., 4, ). Dann ist
natiirlich (y = ¢, ..., co = z) eine Gallerie vom Typ (i, ..., 71 ). Damit erhalten

WII

§(y,x) = ip.iy = (i1...06) " = 6(z,y) .

3.2 Klassifikation diinner Gebiaude

Satz 3.10.

Sei (A,0) ein dinnes Gebdude vom Typ M und (W, I) das zugehirige

Coxetersystem. Dann gilt:

(A, 0) = (W, ow).

Genauer gibt es fiir jedes a € A genau einen Isomorphismus

o : (A 0) = (W, 6w) mita— 1,

ndamlich ¢ = 0(a, -).

Beweis.

Schritt 1:

Schritt 2:

Wir zeigen: ¢ = d(a, -) ist eine Bijektion.
Nach Lemma 3.9 ist ¢ surjektiv. Seien z,y € A mit ¢(x) = ¢(y) =: w.
Schreibe

da,z) =6d(a,y) =w =1iy...ip,

mit [(w) = m. Nach (G2) existieren Gallerien
(a,cry .y em =), (a,c), ..., =)

vom Typ (i1, ..., 0y). Damit gilt ¢; ~;; a ~;, ¢, und ¢} # a # ¢;. Da A
dinn ist, folgt somit bereits ¢; = ¢} und induktiv z = ¢,, =, = y.

Wir zeigen: ¢ ist ein Kammern-Homomorphisumus.

Seien x,y € A mit  # y und = ~; y beliebig. Sei d(a,z) = w = i1...0i,
mit {(w) = m. Nach (G2) existiert eine Gallerie (a,cy, ..., ¢ = x) vom
Typ (i1, vy im)-

Falls [(iy...i1) = m + 1 gilt, ist (a, ¢y, ..., ¢ = x,y) eine Gallerie von a
nach y vom Typ (iy, ..., im, 7). Nach (G2) folgt:

i(a,
= 6(a,2) '(a,y) =i

g 5(@,%) ~j 5(a7y)

) = i1..imi = 6(a, x)i

<

Falls 1(i...i,,1) = m — 1 gilt, existiert nach (E) ein 1 < k < m mit

A
Ul = 01 0k I L.
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A
Da [(iy...1k...i;m7) = m existiert nach (G2) eine Gallerie (a, c1, ..., ¢;,) vom
A
Typ (i1, vy Bky ey Gn, 7). Es gilt nun
Cmo1~ir~yyund 6 1 AT F# Yy

und da A diinn ist, folgt bereits ¢,,,_1 = y. Damit erhalten wir

A
5(a,y) = i1 i = i1 imi = 6(a, 2)i

und somit wie im ersten Fall d(a,y) ~; d(a, x).
Schritt 3: Wir zeigen: ¢ ist eindeutig mit a — 1.
Sei (A, 0) SN (W, éw) ein weiterer Isomorphismus mit a — 1. Dann ist
foo™ W =W

ein (Gebaude-)Isomorphismus mit 1 — a +— 1. Sei nun w € W beliebig.
Dann gilt einerseits

dw(Foo7 (). foa™ ) = dw(l.fo o (w) = foo (w)

nach Definition von dy,. Andererseits ist f o ¢! ein Homomorphismus
und somit gilt:

w(f o067 (W, F o7 (W) = bw(Lw) = w
Also erhalten wir f o ¢~! = idy und damit die Eindeutigkeit.

]

Bemerkung 3.11. Wir haben in Schritt 1 gesehen, dass die Gallerien in diinnen
Gebauden eindeutig durch Startpunkt und Typ festgelegt sind.

Definition 3.12. Wir nennen ein Gebaude (A, d) vom Typ I'
e spharisch :< W (I') ist endlich,
o irreduzibel < T ist zusammenhéngend.

Bemerkung. Seien I' =I'; U ... UT'; die Zusammenhangskomponenten von I'. Wir
werden spéter sehen, dass A dann isomorph zu einem direkten Produkt

Ay X X Ay

von Gebauden A; vom Typ I'; ist.

Satz 3.13. Gebdude vom Typ Ay sind Mengen mit mindestens 2 Elementen. Dicke
Gebdude vom Ay sind Mengen mit mindestens 3 Elementen.

Beweis. Sei (A, ) ein Gebaude vom Typ A;. Dann hat die Aquivalenzklasse von ~;
mindestens 2 Elemente. Andererseits ist durch

1, z=y
M%@Z{i vty

auf jeder Menge A mit mindestens zwei Elementen eine A;-Gebédudestruktur gege-
ben. ]
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3.3 Gebiaude vom Rang 2

Nun wollen wir die Gebiude vom Typ o—" e (also Ag, By, G5 und Iy(m)) verste-
hen. Wir werden sehen, dass diese Gebaude zu verallgemeinerten m-Ecken gehoren.
Dazu benotigen wir zunéchst ein wenig Graphentheorie.

Definition 3.14. Ein Graph I' = (V| E) besteht aus einer Eckenmenge V' und einer
Kantenmenge £ C P(V) mit #e = 2 fur alle e € E. Insbesondere sind Graphen bei
uns ungerichtet, schleifenfrei und ohne Doppelkanten.

Definition 3.15. Ein Graph I' = (V| E) heifit bipartit, falls es eine Partition V =
V1 UV, der Eckenmenge gibt, so dass fiir alle Kanten e = {v, w} gilt:

veViswel,

Beispiel 3.16.

1. Ein regelméfliges n-Eck ist genau dann bipartit, wenn n gerade ist.

2. Der Fahnenkomplex A(F3) mit 14 Ecken und 21 Kanten ist bipartit:

Definition 3.17. Sei I' = (V, ) ein Graph.
e Ein Weg der Ldnge k in I' ist eine endliche Folge von Ecken
v = (zg, 21, ..., x3) € VFH!
mit {x;_1,7;} € F und x;_5 # x;. Schreibe ~ : xy ~» x; und I(y) = k.

e Ein Kreis in I' ist ein Weg (xo, ..., xx) mit xy = . Insbesondere sind Kreise
also minimal von der Lange 3.

e Die Valenz einer Ecke v € V' ist definiert durch:

val(v) == #I'y .= #{w e V | {w,v} € E}
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Ab jetzt betrachten wir nur noch zusammenhéngende Graphen.

Definition 3.18. Sei I' = (V, E) ein Graph. Wir definieren auf V' eine Abstands-
funktion:

d:VxV =N
(z,y) = min{l(y) | v: 2 ~ y}

Weiter definieren wir den Durchmesser
diam(I") := sup{d(v,w) | v,w € V'}

und den Umfang

00, I' Baum
g() =4 . .
min{l(c) | ¢ Kreis}, sonst

Beispiel 3.19. Der Graph A(F3) hat den Durchmesser 3 und den Umfang 6.

Definition 3.20. Ein verallgemeinertes m-FEck ist ein zusammenhédngender bipar-
titer Graph I' = (V, E) mit

1. diam(T") = m,
2. g(I") =2m.

und heit dick, falls jede Ecke mindestens 3 Nachbarn hat, d.h. val(v) > 3 fiir alle
velV.

Beispiel 3.21. o A(TF3) ist ein verallgemeinertes 3-Eck.

e Achtung: RegelméaBige 2k-Ecke sind verallgemeinerte k-Ecke.

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass Gebaude vom Typ LI genau die
verallgemeinerten m-Ecke sind.

Lemma 3.22. Sei ' = (V, F) ein verallgemeinertes m-Eck. Seien v, w € V beliebige
Ecken. FEs gilt:

1. k:=dv,w) <m= 3 v:v~w mitl(y)=k.

2. d(v,w) =m =T, NS

3. Yv eV val(v) > 2.

4. Es gibt einen Kreis v der Ldange l(y) = 2m, welcher v und w enthdlt.

Bewess.

1. Angenommen es gibt zwei verschiedene Wege (o, ..., Zx), (Yo, ---, Yx) von v nach
w. Dann miissen die Wege sich irgendwo trennen und auch wieder zusam-
menfithren. Damit erhalten wir einen Kreis der Linge [ < 2k < 2m. Dies ist
ein Widerspruch zum Umfang ¢(I") = 2m.
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2. Sei v’ ein Nachbar von v. Da I' bipartit ist, kann es keine Kreise ungerader
Lange geben. Daher gilt schon d(v',w) < m — 1. Nach 1.) gibt es nun genau
einen Weg v : v/ ~» w mit [(y) = m — 1. Dieser Weg enthélt genau einen
Nachbar w’ von w. Wir betrachten die Abbildung

2bv,w : Pv — 1_‘w
=i
mit der Umkehrabbildung ., ,.
3. Sei v € V beliebig und (xy, ..., T2, = xg) ein Kreis der Lange 2m in T

v = z;: Dann hat v die Nachbarn z; 1, z;41.

v #xp: Sei (Yo = v,...,yp = x7) ein kiirzester Weg von v zu dem Kreis. Sei
' € {xg,...,Tam} mit d(x;,2') = m — k. Dann gilt nach Konstruktion
d(v,2") = m und mit 2.) und dem ersten Fall erhalten wir schon

val(v) = val(z') > 2.

4. Sei k = d(v,w) < n mit und (zg = v,...x, = w) ein kiirzester Weg zwischen
v und w. Nach 3.) gilt val(v) > 2, d.h. es gibt ein z; € 'y, — {xx_1}. Wegen
g(I') = 2m gilt d(2,v) = k + 1 und insbesondere gilt 2, # z; fiir alle j =
0, ..., k. Diesen Schritt konnen wir nun m — k mal durchfithren. D.h. wir wahlen
zign €0, —{zia} firi=2,...,m— (k+1) und es gilt d(v, z;) = k + 4. Damit
gilt d(v, zym—r) = k+(m—k) =m.Seinuny € I',  —{zn_x_1}. DaT bipartit
ist, gibt es keine Kreise ungerader Lange. Daher gilt d(y,v) # m und somit

schon
d(y,v) =m—1

Sei nun (Yo = Y, Y1, .-, Ym—1 = v) ein Weg zwischen y und v. Wegen ¢(I") = 2m
folgt, dass fir alle 0 <7 <m — 1 gilt:

Yi {21, s Thoy 205 ooy Zm—ie
Damit erhalten wir mit
{v="20,Z1, s Tk =Y, 21,5 oy Zm—kr Y05 -y Ym—1 = UV}

ein Kreis der Lange 2m, welcher v und w enthalt.

]

Satz 3.23. Seim > 3. Die (dicken) Gebdude vom Typ o "' o entsprechen genau
den (dicken) verallgemeinerten m-Ecken.

Beweis. Sei zunachst I' = (V) E) ein verallgemeinertes m-Eck. Da I bipartit ist, gibt
es eine Partition V' = V; UV} der Eckenmenge mit

veViswel
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fir alle {v,w} € E. Sei nun f : V — {i,j} die zugehorige Eckenfirbung. Nun
setzten wir Ap := E und [ = {4, j} und definieren fir k € I:

x ~ Yy < x,y teilen sich eine Ecke der Farbe £

Behauptung: (Ar, ~jer) ist ein Kammernsystem

Beweis: Fiir festes k € [ ist die Reflexivitat und Symmetrie von ~j klar und die
Transitivitat folgt aus der Bipartition. Da nach Lemma 3.22 jede Ecke mindestens
zwei Nachbarn hat, besitzt jede Aquivalenzklasse mindestens zwei Elemente. Nun
konstruieren wir die Abstandsfunktion:

d: Ap X AF — W = <Z>] ’ Z2a]27(2])m>

Fir x = {z1,22},y = {y1,y2} € Ar = E definieren wir zunéchst:

d(z,y) := min{d(x;,yx) |, k=1,2}

Mit Lemma 3.22(ii) erhalten wir d(z,y) < m — 1. Falls d(x,y) < m — 1 erhalten wir
mit Lemma 3.22(i) sowohl fiir minimierende Ecken z;, y, als auch einen verbindenden
Weg (z1, 21, ..., Zn, yx) die Eindeutigkeit.

Xy Yk

In diesem Fall definieren wir also ohne Probleme

0(z,y) = [l f(z1)--f () () € D

Im Fall d(x,y) = m — 1 kann es einen weiteren Weg (zx, 2}, ..., 2., ;) geben. Da nun
aber die Worte

fQ@) f(21)- f(zn) £ (yx)
und

fQ@r) f(20)--f (20) f ()

beide die Lénge m haben, folgt wegen der Eindeutigkeit des ldngsten Wortes in D,,
bereits die Gleichheit der Worte (in D,,,). Damit ist auch in diesem Fall § wohldefi-
niert. Die Eigenschaft (G2) gilt nach Konstruktion.

Ist andererseits (A, 8) ein Gebéude vom Typ e so definieren wir I's wie
folgt:
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e Ecken: Aquivalenzklassen bzgl. ~; und ~j.
e Kanten: {v,w} € E:&vNw # 2
Man verifiziert nun leicht, dass ['a ein verallgemeinertes m-Eck ist. O]

Nun wissen wir also, dass m-Ecke uns zu schonen Gebéduden fithren. Allerdings
haben wir noch nicht viele m-Ecke gesehen. Das soll sich nun dndern, indem wir ein
Konstruktionsverfahren erarbeiten.

3.4 Verallgemeinerte m-Ecke

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass Gebaude vom Typ 1, genau
den verallgemeinerten m-Ecken entsprechen. Allerdings kennen wir noch nicht viele
dieser speziellen Graphen. Daher werden wir in diesem Abschnitt eine Konstruk-
tionsvorschrift solcher Graphen angeben. AnschlieBend besprechen wir noch einige
Resultate zur Klassifizierung, allerdings ohne Beweis.

Bemerkung 3.24. Unsere Idee ist die folgende: Wir starten mit einem (einfachen)
Graphen I'y und konstruieren neue Graphen

[yCIhi Ty €.
sodass der direkte Limes I, ein verallgemeinertes m-Eck ist.

Definition 3.25. Ein partielles m-FEck ist ein zusammenhédngender Graph I' mit
folgender Eigenschaft: Jeder Kreis in I' hat gerade Lénge und ist mindestens von
der Lange 2m.

Beispiel 3.26. Da Bédume keine Kreise haben, sind dies also insbesondere partielle
m-Ecke.

Definition 3.27. Sei m > 3.

n=0: I'g sei ein partielles m-Eck mit diam(I'g) > m + 1. (Also z.B. ein Weg der
Lange > m + 1).

n+— n+ 1: Fur jedes Paar v,w € V(I',)) mit d(v,w) = m + 1 fiige einen neuen Weg der
Lange (m — 1) mit den Eckpunkten v,w hinzu. Der resultierende Graph ist
s

Der Graph §(Iy) := Upen I'n heiit freier Abschluss von T'.

Beispiel 3.28. Hier fiir m = 3.
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Iy

Satz 3.29. F(I'y) st ein verallgemeinertes m-Eck.

Beweis. Wir schreiben V,, :== V(I',,). Da I'g zusammenhéngend ist, ist es auch §(Iy).
Ferner ist jeder Graph I',, bipartit, also auch §(I'g). Da in I'y ein Kreis der Léinge
2m konstruiert wird, gilt schon

9(F(Lo)) = 2m.

Auf diesem Kreis befinden sich zwei Ecken v, w € V(I'1) mit d(v, w) = m und dieser
Abstand éndert sich nicht mehr. Damit erhalten wir zunachst

diam(F(Ty)) > m.

Angenommen, es gibt Ecken v,w € V(F(I'y)) mit Abstand d(v,w) = k > m. Dann
gibt es ein n € N mit v,w € V,,. Sei nun v’ € V,, mit d(v,w’) = m + 1. Dann gilt
nach Konstruktion in I';,11:

dv,w') =k —2

und damit auch
dlv,w) < k—2.

Da der Abstand zwischen v und w anschliefend, wenn iiberhaupt, nur kleiner ge-

macht wird, erhalten wir
dlv,w) <k —2

in §(I'p) und damit einen Widerspruch. Also erhalten wir auch die andere Unglei-
chung und damit den Durchmesser von 2m. O]

Bemerkung 3.30.
e Fiir n € N gilt: F(I',,) = F(T0).

e Wir suchen nun ein Kriterium fiir I, I'j;, um zu entscheiden, dass die jeweiligen
freien Abschliisse nicht gleich sind. Das fithrt uns zu der folgenden Definition.
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Definition 3.31. Sei I' = (V, F) ein endlicher Graph. Fiir m > 3 definieren wir die
gewichtete Eulercharakteristik:

Om(T) :=(m — 1)#V — (m — 2)#FE

Um zu zeigen, dass diese Zahl in der Tat solch eine gewiinschte Invariante liefert,
benotigen wir zunéchst folgendes Resultat:

Lemma 3.32. Sei I'y wie oben. Dann gilt fiir n € N:
1. 6, (Dg) = 6, (L)
2. FirTy < A<T; gilt 0,,(T0) < 6n(A).
Beweis. UA. O

Satz 3.33. Seien Ay, By partielle m-Ecke mit diam(Ay), diam(By) > m + 1. Dann
gilt:
F(Ao) = F(Bo) = 6m(Ao) = 6m(Bo).

Beweis. Sei §(Ao) N §(By) ein Isomorphismus. Da ¢(Ag) endlich ist, gibt es ein
n € N mit ¢(Ay) < B, und da ¢(B,,) endlich ist ferner ein m € N mit

Ay < ¢7H(By) < A
Nach dem vorigen Lemma erhalten wir somit
6m(A0) < 5m(¢_1(Bn)) = 5m(Bn) = 5m(BO)

wobei in der ersten Gleichung eingegangen ist, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Analog
erhalten wir natiirlich 6,,(By) < 6,,(Ao). O

Beispiel 3.34. Fiir k > 1 sei I'} der folgende Baum

mit d(v, w) = k. Dann gilt

5m(F’5) =(m—1)k+5)—(m—2)(k+4)
=(m-—1)+(k+4)
=m+k+3

und fiir k£ # [ erhalten wir nach dem vorigen Satz also insbesondere
(o) 2 §(IY).

Bemerkung 3.35. Die Klasse der verallgemeinerten m-Ecke ist also mindestens
abzéhlbar unendlich.
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Eine Frage bleibt noch offen: Wann ist §(I'y) ein dicker Graph?

Lemma 3.36. Sei I' = (V, E) ein verallgemeinertes m-Eck. Dann gilt:
I' ist dick <= F{v,w} € E : val(v),val(w) > 3.
Beweis. =-: Klar.

<: Wir erinnern zunéichst daran, dass es fir alle a,b € V mit d(a,b) = m nach
Lemma 3.22 eine Bijektion ¢, : I'y — Iy folgendermaflen gibt: Zu einem
Nachbarn ¢ von a betrachten wir den eindeutigen Weg 7 : ¢ ~» b mit [(y) =
m — 1. Auf diesem Weg gibt es genau einen Nachbarn ¢’ von b. Nun setze:

Gap(c) =

Beh: val(y) >3 Az, zely=1T, LIRS

Bew: Seiu € I'y—{xz,y} und setze u' = ¢, (u). Sei ferner y' € V mit d(y,y’) =
m. Nach Definition der Bijektion ¢, , gilt

d(z,v') =d(z,u") =m

und damit
Gtz © g Ty 2T 2T,

Nach Voraussetzung wissen wir nun, dass es eine Kante v,w € E gibt mit
val(v),val(w) > 3. Sei nun s € V beliebig. Wir zeigen nun induktiv tber
n=d(v,s), dass val(s) > 3.

LA. Fir n =1 gilt s,w € I', und mit der Hilfsbehauptung erhalten wir
val(s) = #I's = #I'y, > 3.

I.S. Sei v’ € Ty und v” € Ty mit d(v',v) = n sowie d(v”,v) =n—1. Nach I.V.
gilt val(v'), val(v") > 3. Nun gilt s,v” € ',y und mit der Hilfsbehauptung
erhalten wir

val(s) = #I's = #'y > 3.
[

Bemerkung 3.37. Die freien Abschliisse der Graphen I'f sind also dick und damit
wissen wir, dass sogar die Klasse der dicken verallgemeinerten m-FEcke mindestens
abzéahlbar unendlich ist.

Es ist eine offene Frage, ob man dicke verallgemeinerte m-Ecke schon klassifi-
zieren kann. Fordert man allerdings zusétzliche Struktur wie Endlichkeit oder die
Existenz gewisser Automorphismen (~ Moufang-Bedingung) gibt es dafiir Resulta-
te.

Satz 3.38. Sei I' = (V, E) ein dickes verallgemeinertes m-Eck und seien v,w € V
beliebig. Dann gilt:
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1. d(v,w) gerade = I', = T,,.
2. m ungerade = T, = T,,.

Beweis. UA. O
Mit dem vorigen Satz ist nun folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.39. SeiI' = (V, E) ein verallgemeinertes dickes m-Eck und V' = V;UV;
eine bipartite Zerlegung. Fiir s,¢ € N>y U {oo} sagen wir:

val(v) =s+1 Yv eV

[' hat Parameter (s,t) :<
val(w) =t+1 Yw eV

Folgendes Resultat nehmen wir ohne Beweis zur Kenntnis:

Theorem 3.40 (Feit+Higman 647). Sei I' = (V, E) ein endliches dickes verallge-
meinertes m-Eck mit Parameter (s,t). Dann gilt

m € {2,3,4,6,8}
und ferner fiir

st(st+1)
s+t €z

m=6: st=k? fir ein k € N.
m =8: 2st=k? fiir ein k € N.
m=4,8:" s<t>undt<s* (75)
m=6: s<tdPundt<s® (79)

Definition 3.41. Ein Moufang-m-Eck ist ein dickes verallgemeinertes m-Eck I' mit
der folgenden Eigenschaft:

(M) Fir jeden Weg a = (vg, ..., Uy,) in I’ mit d(vg, v,,) = m wirkt die Gruppe
m—1
Uy :={f € Aut(T) |Yv e |J T, : f(v) =0}
i=1

transitiv auf der Menge

Co = {7 | v Kreis, [(y) = 2m, ~y enthalt a}.

Auch folgendes Resultat nehmen wir ohne Beweis zur Kenntnis.
Satz 3.42 (Tits + Weiss 76’/°'79). Moufang-m-FEcke existieren nur firm = 3,4, 6, 8.

Bemerkung 3.43. Moufang-m-Ecke sind komplett klassifiziert. Weiteres dazu fin-
det man im Werk Moufang Polygons von T1TS und WEISS.
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3.5 Gebiaude vom Rang > 3

Auch bei dem folgenden Resultat werden wir auf den Beweis verzichten miissen,
werden aber fiir den ersten Teil die Beweisidee angeben.

Theorem 3.44 (Tits '77).
1. Es gibt keine dicken Gebdude vom Typ Hs und H,.

2. Gebiude vom Typ Ay, Bn, Dy, Fg, E7, Eg, Fy sind durch algebraische Daten
vollstindig klassifiziert.

Beweisidee zu 1. Angenommen es gabe ein Gebaude {A, ¢} vom Typ:

i 5 J i 5 J

Hy;=0o—9—o oder Hij=¢o—0—o—0
Dann betrachtet man das Untergebdaude (A’,¢) mit
r,y € A< o(x,y) € Wi,

und
§ = 5‘A’><A’ A x A — Wl . D5.

’] -
Man kann nun zeigen, dass A’ Moufang ist. Dies ist allerdings ein Widerspruch zum
Satz 3.42. []

Bemerkung. Zur Beschreibung von Gebauden gibt es mehrere Moglichkeiten.

¢ Kombinatorisch (80’er): Ein Gebédude ist ein Kammernsystem iiber I mit
einer W-wertigen Abstandsfunktion mit schénen Eigenschaften...

e Geometrisch (50’er/60’er): Ein Gebédude ist ein Simplizialkomplex bestehend
aus Appartements ;¢ ; 3; mit schonen Eigenschaften...

Bisher haben wir uns mit der kombinatorischen Sicht beschéftigt. Nun wollen wir
die geometrische Seite erkunden.

3.6 Coxeterkomplexe
Definition 3.45. Sei X ein topologischer Raum und U eine offene Uberdeckung
von X. Der Nerv von U ist der folgende Simplizialkomplex:
N(L{) = {{Ul, ,Un} ‘ Uz € Z/l, m U'Z 7é @,n € N}
i=1

Definition 3.46. Sei (W, I) ein Coxetersystem. Wir betrachten auf W die diskrete
Topologie und die folgende offene Uberdeckung;:

U .= {le,{i} | weW,ie I}
Der Cozxeterkomplex zu (W, I) ist nun definiert als der Nerv

Yi=X(W,I):=NU).
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Bemerkung. Wir benétigen eine bessere Beschreibung fiir 3. Dazu betrachten wir
eine Folge von offenen Mengen aus U:

a = {w1W1—{z’1}7 e wrWI—{ir}}
Wir erhalten folgende Ubersetzung;

a ist ein Simplex

& N wWigy # 2

k=1
SdweWVk=1,..,r:wewWr,
SdweWVk=1,...,r: wW[,{ik} = kaI*{ik}

Damit haben Simplizes in 3 genau die Form
a = {U)W[,{j} ’ ] eJ:= {il, 7Zk}}

Wir definieren nun auf der Menge

U W/WJ

JCI
wie folgt eine partielle Ordnung;:
wW; < w,WJ/ <= wW; D w,WJl

Satz. Die Abbildung

f(Z<W7I)7g) — (U W/Ww S)

JCI

{U)W]_{j} | j € J} — wWi_;
ist ein Ordnungsisomorphismus.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f bijektiv ist und f, f~! ordnungserhaltend sind.
injektiv: Seien a,b € X(W, ), d.h. es gibt w,v € W und J, K C I mit:

a={wWr_gy[jeJ}
b=A{wWi_py [ k€ K}
Es gelte nun
U)W],J = f(a) = f(b) = ’UW[,K

Damit erhalten wir w™'v € W;_;und I — J = [ — K also J = K. Somit erhalten
wir
w v € WI_{]'}

und damit
wWr—jp = vWr-g5
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fir alle 7 € J. Wegen J = K folgt somit

a={wWr_gyljeJ}
= {UW[_{]'} |j € J}
=Wy [jeK}r=0b

surjektiv: Fir wW; € U;c;"/w, gilt:
f({wW]_{k} ’ k’ S I — J}) = U)W]_(]_J) = wWJ
ordnungserhaltend: Seien a,b € (W, I) wie oben. Dann gilt:

aCbeVjeJdke K:wWi_ =ovWr_y
eVjeJIke K: Wi =w "vWi_n
eVieJIkeK:wveWr_jy AN —{j}=1-{k}
& JCKAVY) e J:wilvEW[_{j}
SI-J2I-KAw'veWry
e Wiy Dw Wk
S wWi_; 2 vWi_k

& fla) < f(b)
]

Bemerkung. Mit diesem Isomorphismus erhalten wir nun ein besseres Bild unseres
Coxeterkomplexes. Die (maximalen) Simplizes der Dimension #I — 1 sind

{wWi_gy | J € 1} = wWy = w{l} = {w}

und entsprechen damit genau den Gruppenelementen von W. Die Simplizes der
Dimension # — 2 sind

{wWi_gy [ J € I ={i}} = wWyy = w{l,i} = {w, wi}
Definition 3.47.

1. Wir nennen einen Simplizialkomplex A rein, falls alle maximalen Simplizes
dieselbe Dimension haben.

2. Der Kammerngraph eines reinen Simplizialkomplexes ist der folgende Graph:

e Ecken: Maximale Simplizes

e Kanten: a,b bilden eine Kante :< dim(a Nb) = dim(a) — 1.
3. Wege im Kammerngraphen nennen wir Galerien.

4. Wenn der Kammerngraph zusammenhéngend ist, so nennen wir A einen Kam-
mernkomplex.
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Beispiel. Wir betrachten den folgenden reinen Simplizialkomplex A mit zugehorigem
Kammerngraph (rot):

Da der Kammerngraph zusammenhéngend ist, ist A ein Kammernkomplex.
Lemma 3.48. Jeder Cozxeterkomplexr ¥ = S(W, I) ist ein Kammernkomplex.

Beweis. Wir haben oben bereits gesehen, dass die maximalen Simplizes genau den
Gruppenelementen von W entsprechen. Daher ist ¥ rein. Zudem haben wir gesehen,
dass die Simplizes der Kodimension 1 genau den Nebenklassen

wW; = w{l,i} = {w,i}

entsprechen. Daher ist der Kammerngraph genau der Cayleygraph von (W, I). Da
W von [ erzeugt wird, ist dieser Graph also zusammenhéngend. O]

Definition 3.49. Seien Ay, A, Simplizialkomplexe. Eine Abbildung
¢ : Al — AQ

heif3t requldire simpliziale Abbildung, falls ¢ sowohl ordnungs- als auch dimensions-
erhaltend ist.

Beispiel 3.50. Sei (W, ) ein Coxeterkomplex und X = U,c;"/w, der zugehérige
Coxeterkomplex.

1. W wirkt via
g(wWy) = (qw)W;

durch regulédre simpliziale Abbildungen auf . Fiir eine Kammer {w} in ¥ gilt

Stab({w}) = {g € W [ g{w} = {gw} = {w}} = {1}

und W wirkt zudem wegen

(vw™ " Hw} = {fow'w} = {v}
transitiv auf den Kammern.

2. Die Typfunktion

£ (P(1), )

ist wohldefiniert und ¢ ist eine reguldre simpliziale Abbildung. (UA)
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Beispiel 3.51.

1. Wir betrachten zu (W,I) = (D3, {i,j}) den eindimensionalen Simplizialkom-
plex (W, I).

N g
o (O-dim. Simplizes: {wW;_gy} — wWi_ gy = {iw,wz.}; ) ]
w,wjy, =1

o 1-dim. Simplizes: {wW;_py | k =i, j} — wiWy = {w}

Damit erhalten wir die folgende geometrische Realisierung:

{7y {1y {Li}

{71, 7i5} {gig} A{id.iji}

2. Wir betrachten nun zu dem Coxetersystem (W, 1) mit I = {s,¢,u} und
W =W(Ay) = (s, t,u | s>, 1%, 4> (st)3, (tu)?, (su)?).
den 2-dim. Coxeterkomplex ¥ (W, I). Wir erhalten nun als

o O-dim. Simplizes: {wW;_3} — wWien
o 1-dim. Simplizes: {wW;_oy, wWi_n} = wWyyy

und damit als geometrische Realisierung eine Triangulierung der Ebene:

Wir interessieren uns nun fiir die lokale Struktur von (W, I). Dazu benétigen
wir bestimmte Unterkomplexe.
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Definition 3.52. Sei A ein Simplizialkomplex und a € A. Der Link von a in A ist
der folgende Unterkomplex von A:

lk(a) ={beAlanb=2,aUbe A}

Beispiel. Fiir den folgenden Simplizialkomplex betrachten wir den Link (blau) von
der Ecke a € A:

Somit erhalten wir nach Beispiel 3.51
lk(W{s,t}) = <:> = E(I/I/v{s,t}a {57 t})

sowie

(W) = e o = X(Wiyy, {s})

Definition. Sei A ein Simplizialkomplex und a € A beliebig. Wir definieren die
Menge
As, ={reA|aluz}

Bemerkung 3.53.
1. A, ist i.A. kein Unterkomplex von A.

2. Durch den Ordnungsisomorphismus

f : (lk(a’>7 g) — (AZCH g)
b—aUb

wird (Asg, €) zu einem abstrakten Simplizialkomplex.

Nun koénnen wir obige Beobachtungen bzgl. der Struktur von Links in Coxeter-
komplexen als allgemeines Resultat aufschreiben.

Satz 3.54. Sei (W,I) ein Coxetersystem und X(W,I) der zugehirige Cozeterkom-
plex. Fir J C I und w e W gilt:

k(wW,) = S(Wy, J)

Insbesondere sind Links in Cozxeterkompleren auch Kammernkompleze.
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Beweis. Mit dem Satz 2.72 iiber parabolische Untergruppen erhalten wir die folgen-
de Beziehung:
uWrg CW; cueW; ANKCJ

Somit erhalten wir mithilfe unserer schon bekannten Isomorphismen:

lk(wWJ) E>'LUWJ

O

Definition 3.55. Der Join P x ) von zwei partiell geordnete Mengen (P, <,) und
(@, <,) ist die Menge P x @ mit der Ordnung

(P1,q1) < (P2, @) = D1 SpP2 A1 < @2
Nach eventueller Umbenennung der Elemente konnen wir annehmen, dass
{0-dim. Simplizes von P} N {0-dim. Simplizes von Q} = &

und erhalten damit:

PxQ={aUblac Pbe Q}
Lemma 3.56. Seien X,Y Simplizialkompleze. Dann gilt:
1. X %Y ist ein Simplizialkomplex

2. X, Y Kammernkomplere = X Y Kammernkomplexe, wobei

Cham(X *Y) = Cham(X) x Cham(Y")

Beweis. UA. O

Beispiel. Wir betrachten

X =A{2, {v}{w} {v,w}}
Y ={2,{z}}
XxY={ (9,9),
({v},2), ({w} @), ({z},9),
(v} {z}), (w}h.{z}), ({v,w}, @),
(v, wh{z}) }

Also erhalten wir das folgende Bild:
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Satz 3.57. Sei (W, 1) ein Cozetersystem. Sei nun I = JUK mit W = W; x Wk.
Dann gilt
W) = E(Wy, J)x B(Wk, K)

Beweis. Fir w € W gibt es wegen W = W; x Wi eindeutige u € W, v € Wi mit
w = uv. Man rechnet nun nach, dass

Z(W, I) — E(WJ, J) *E(WK, K)
wWp, — (UWLmJ, UWLmK)

ein wohldefinierter Ordnungsisomorphismus ist. O]

Beispiel 3.58. Wir betrachten das Coxetersystem (W, I) zu dem Coxetergraphen

i 3] k
[ )

*—o0
Wir zerlegen (W, I) in die irreduziblen Komponenten und erhalten
(W, 1) = (Ds, {7, j}) x (22, {k})

und somit:

LW, 1) = X(Ds, {i, j})  X(Zs, {k})
Damit erhalten wir fiir X(W, I') die folgende Triangulierung der Sphére:

Achtung: Der Coxeterkomplex zu Dz mit den beiden Standard-Erzeugern liefert
natiirlich einen anderen Coxeterkomplex!

Beispiel. Wir betrachten das Coxetersystem (W, I) zu dem Coxetergraphen

i oo J k
o .
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Wir zerlegen (W, I) in die irreduziblen Komponenten und erhalten

<W7 ]) = (Doov {17]}) X (ZQv {k})

und somit:

LW, I) = 5(Du, {i, j}) * B(Z2, {k})
Damit erhalten wir die folgende geometrische Anschauung fiir (W, I):

Definition 3.59. Sei [ eine beliebige Menge. Wir fassen die Potenzmenge P (1) als
(#I — 1)-dim. Simplizialkomplex auf. Ein Simplizialkomplex iiber I ist ein Simpli-
zialkomplex A mit einer reguldren, simplizialen Abbildung

t:A—P).

Die Idee hinter dieser Definition ist folgende: I sind Farben und jeder Ecke v € A
wird eine Farbe t(v) zugeordnet, so dass in einem Simplex jede Farbe héchstens
einmal auftritt.

Beispiel. Sei (W, I) ein Coxetersystem mit zugehorigem Coxeterkomplex ¥ = (W, I)
und der Typfunktion:

t:3—P)
UJWK — 1 — K
Dann ist ¥ ein Simplizialkomplex tiber I.

Definition 3.60. Seien A, Ay Simplizialkomplexe iiber I mit Farbungen ¢; : A; —
P(I). Ein Homomorphismus tber I ist eine simpliziale Abbildung ¢ : A1 — Ag, so
dass folgenden Diagramm kommutiert:

A 2 Ay
A
P(I)

Beispiel. Sei (W, I) ein Coxetersystem, ¥ der zugehorige Coxeterkomplex und ¢ :
¥ — P(I) die Typfunktion. Wir betrachten die Wirkung ¥ : W — Aut(X). Dann
liefert jedes g € W einen Automorphismus ¥(g) tiber I, denn es gilt:

(t 0 p(9)(wWk) = t((gw)Wik) = I — K = t(Wk)
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3.7 Gebiaude als Simplizialkomplexe

Definition 3.61 (2. Def. von Gebduden). Sei (W, I) ein Coxetersystem. Ein Gebdude
vom Typ (W, 1) ist ein Simplizialkomplex A iiber I mit einer Menge A von Unter-
komplexen von A, so dass folgende Eigenschaften erfillt sind:

(G1) Fir alle ¥ € A gibt es einen Isomorphismus ¢ : (W, I) — ¥ C A tber I.

(G2) Sind ¥1,%5 € Aund a,b € ¥1 N3y, so gibt es einen Isomorphismus 3y =y,
welcher a, b punktweise fixiert.

(G3) Sind a,b € A, so gibt es X € A mit a,b € 3.
Wir nennen X € A dann ein Apartment und A Apartmentsystem.
Bemerkung.

e Nach (G3) gilt A=UA

e Da zwei beliebige Simplizes a,b € A nach (G3) immer in einem Apartment
Y enthalten sind, welches nach (G1) wiederum zu dem Kammernkomplex
Y (W, I) isomorph ist, ist auch A ein Kammernkomplex.

e Wir erhalten wegen (G1): dim(A) = dim(X) = dim(X(W, 1)) = #1 — 1
Beispiel. Coxeterkomplexe X(W, I) sind Gebéude mit A = {3(W,I)}.
Bemerkung.

e In cinem Coxeterkomplex (W, I) gilt: Jeder Simplex wW; = {w,wi} der
Kodim. 1 ist in genau zwei Kammern enthalten: {w, wi} < w und {w,wi} <
wi.

e Dabher gilt in Gebduden (nach (G3)): Jeder Kodim.-1-Simplex ist in mindestens
zwei Kammern enthalten.

Definition 3.62. Wir nennen ein Gebdude
o dick, falls jeder Kodim.-1-Simplex in mindestens 3 Kammern liegt.
e diinn, falls jeder Kodim.-1-Simplex in genau 2 Kammern liegt.
Satz 3.63. Diinne Gebdude sind genau die Cozeterkomplexe.
Beweis. UA. O
Beispiel 3.64.

1. Gebaude vom Typ A; sind Mengen mit mindestens zwei Elementen und Apart-
ments sind dann die zweielementigen Teilmengen.

2. A(F3) ist ein Gebdude vom Typ (Sym(3), {4, }) und die Apartments sind die
Kreise der Lange 6.
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Definition 3.65. Sei A ein Gebaude vom Typ (W, I) mit Apartmentsystem 4. Sei
b € A ein Simplex vom Typ ¢(b) = J € P(I). Wir definieren die Menge

Ay :={ENIk() | X e Abe X}
Satz. lk(b) ist ein Gebdude vom Typ (Wi_;, I — J) und Apartmentsystem Ay.

Beweis. Unter Benutzung des Isomorphismus [k(b) — As, erhalten wir fiir © € A
und wWi_; € X
ENIkb) =3y Z2EWr_y I —J)

Dieser Isomorphismus ist nach Konstruktion iiber /—J. Damit gilt (G1). Die anderen
beide Axiome rechnet man schnell nach. O

3.8 Ubersetzung der Gebiude Konzepte

Wir haben nun zwei verschiedene Definitionen von Gebéduden kennenlernt: Als Kam-
mernsysteme und als Simplizialkomplexe. In diesem kleinen Abschnitt wollen wir
eine grobe Skizze der Ubersetzung beider Konzepte erhalten. Wir zeigen also:

Gebéaude als Simplizialkomplexe 41y Gebiude als Kammernsysteme
Konstruktion.

—: Sei A also zunéchst ein Gebaude vom Typ (W, I) als Simplizialkomplex. Wir
definieren auf der Menge

cham(A) := {Kammern(=max. Simplizes) in A}
die folgende ”Abstandsfunktion”
d : cham(A) x cham(A) — W

wie folgt: Seien ¢,d € cham(A). Nach (G3) gibt es ein Apartment ¥ € A mit
¢,d € ¥ und nach (G1) gibt es einen Isomorphismus ¢ : ¥ — 3(W, I) tber 1.
Da ¢,d in A maximal sind und ¢ ein Isomorphismus ist, sind auch ¢(c), ¢(d)
maximal in (W, I) und entsprechen damit Gruppenelementen aus W. Wir
definieren nun:

§(c,d) == ¢p(c)'o(d) e W

Nun muss man zeigen, dass ¢ wohldefiniert ist (wir haben Wahlen getroffen...)
und die Axiome (G1’) und (G2) erfiillt sind.

«—: Sei (A, 0) ein Gebdude vom Typ (W, I) als Kammernkomplex. Fir J C [ ist
x gy e d(z,y) € Wy

eine Aquivalentrelation auf A. Fiir die Aquivalenzklassen schreiben wir [ ],
und nennen diese J-Residuen. Auf der Menge

By ={[z]; |z € A, JC I}
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betrachten wir die partielle Ordnung;:

[z]; < [ylx = [2]s 2 Y]k
Weiter definieren wir die Farbung

t:BA—>’P(I)
(] —1—J

Nun lasst sich zeigen, dass (Ba, <) ein (abstrakter) Simplizialkomplex tiber I
der Dimension #1 — 1 ist. Ein Apartment von By ist ein durch eine Isometrie

a: (W, éw) — (A,0)

induzierter Unterkomplex
BW — BA.

Nun kann man zeigen, dass (Ba, <) ein Gebdude vom Tp (W, I) ist mit Ap-
partementsystem

A:={a(Bw) | a: W — A Isometrie}

Beispiel 3.66. Wir betrachten das diinne Gebaude (W, dy) = (D3, 0p,) (als Kam-
mernkomplex). Nun betrachten wir die verschiedenen .J-Residuen fiir J C I = {4, j}.

e J-Residuen: wW, = {w} fir alle w € Ds.

e {i}-Residuen: Wi = {1, i}, jWi = {jiji}, ijW; = {ij, iji}
o {j}-Residuen: W; = {1,j}, iW; = {i,1j}, jiW; = {ji, jij}
e {i,j}-Residuen: W;; = Ds.

Mit der angegebenen simplizialen Struktur auf diesen Residuen erhalten wir somit
genau den Coxeterkomplex 3(Ds, {i,7}).
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4 Gruppen mit Tits-Systemen

4.1 BN-Paare und das Einfachheitskriterium von Tits
Definition 4.1. Sei G eine Gruppe und H, K < G Untergruppen. Fiir g € G heifit
HgK :={hgk|he€ H k€ K}

eine Doppelnebenklasse und wir schreiben
u\'/k = {HgK | g € G}.
Lemma 4.2. Doppelnebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich.
Beweis. Seien hi, ho € H sowie ki, ko € K und g1, g» € G mit
higi1k1 = hagaks
Dann erhalten wir
g1 = Ny (hagoko)ky' = (hy'ha)go(koki') € Hgo K
und damit Hg; K C Hg, K. Analog erhilt man die andere Inklusion. [

Definition 4.3. Sei G eine Gruppe, B, N < GG Untergruppen und S C N eine Teil-
menge. Wir nennen (G, B, N, S) ein Tits-System oder auch BN-Paar wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(BN1) G = (BUN) und T := BAN < N.

(BN2) S’ = {sT | s € S} sind Involutionen und erzeugen W := /7.
(BN3) Vs € SVn e N: BnBsB C BnB U BnsB.

(BN4) Vs € S: sBs™! #+ B.

Wir nennen W die Weyl-Gruppe des Tits-Systems. Der Name Tits-System kommt
aus Bourbaki (nach Jacques Tits), der Name BN-Paar von Borelgruppe Normalisator.

Wir wollen als nichstes zeigen, dass die Weyl-Gruppe W eine Coxetergruppe ist.
Dazu benétigen wir zunéchst einige technische Lemmata. Sei von nun an (G, B, N, S)
ein Tits-System und

W= %/r=(S"

die Weyl-Gruppe, wobei T' = N N B. Auf W betrachten wir die Langenfunktion
[ .= lg beziiglich S" C W.

Lemma (A). Seien w,w’ € W mit BuB = Bw'B. Dann gilt bereits w = w’.
Beweis. o.E. sei l(w) < [(w').
e [.A.: Fiir [(w) = 0 gilt schon w = 1y = T und damit
Bw'B = BwB =BTB=B

da T C B. Also folgt w' C B und damit schon (wegen v’ C N) v’ = 1y = w.
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e [.S.: Sei nun [(w) > 0 und ¢ € S’ mit w = s'w; und l(w;) = l[(w) — 1. Es gilt

s'wB C Bs'w B
= BwB = Bu'B

Damit erhalten wir mithilfe von (BN3)

w1 B C s'Buw'B
C Bs'Bw'B
C Bw'BU Bs'w'B

und somit
Bw,B C Buw'BU Bs'w'B
Da Doppelnebenklassen entweder gleich oder disjunkt sind, erhalten wir
Bw,B = Bw'B V BuyB = Bs'w'B
Nach I.V. erhalten wir damit
w =w V w =sw.
Wegen [(w;) < l(w) < [(w') gilt somit schon w; = s'w’ und damit folgt

w=sw =ssuw =w.

Lemma (B). Sei s’ € §" und w € W mit l[(s'w) > l(w). Dann gilt
Bs'BwB = Bs'wB
Beweis.
LA.: Mit [(w) = 0 folgt w =T und damit wegen T'C B

Bs'BwB = Bs'BTB = Bs'B = Bs'TB = Bs'wB.

[.S.: Sei nun l(w) > 0 und t € S" mit w = w't und [(w) = [(w') + 1. Offen-
sichtlich gilt

Bs'BwB D Bs'wB
und nach (BN3) gilt andererseits
Bs'BwB C BwB U Bs'wB.
Angenommen es gilt Bs'BwB # Bs'wB, so folgt also schon

Bs'BwB N BwB # &.
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Damit erhalten wir weiter:

Bs’B\ui/ﬂBwB + O

=w't

und damit
Bs'Bw' N BwBt # &

und somit insbesondere
Bs'Bw'B N BwBt # @.
Wieder nach (BN3) erhalten wir

BwBt C BwBUB wt B
—

=w’

und somit

Bs'Buw'BN (BwB U Bw’B) + O
Wegen [(s'w') > l(w) gilt I(s'w") > [(w’) und nach 1.V. folgt somit
Bs'Buw'B = Bs'w'B

und somit
Bs'w'B N (BwB U Bw’B) +

Da Doppelnebenklassen gleich oder disjunkt sind, erhalten wir
Bs'w'B = BwB V Bs'w'B = Buw'B
und mit Lemma A somit
sw'=w VvV sw =w'.
Wire s'w’ = w wiirde der Widerspruch
l(w) <l(w") =1l(w) -1

folgen. Und ebenso fithrt s'w’ = w’ zu dem Widerspruch s’ = 1y.

Lemma (C). Fir s’ € 8" und w € W mit [(s'w) < l(w) gilt:

Bs'BwB = Bs'wB U BwB

Beweis. Mithilfe von (BN3) und (BN4) erhalt man schnell

Bs'Bs'B = BU Bs'B

Nun gilt

[(s's'w) = l(w) > 1(s'w)

75



und mit Lemma B erhalten wir somit
Bs'Bs'wB = Bs's'wB = BwB. (%)
Nun folgt:
Bs'BwB = Bs'B(BwB)
Z Bs'B(Bs'Bs'wB)
= (Bs'Bs'B)Bs'wB
~ (BU Bs'B)Bs'wB
= Bs'wB U Bs'Bs'wB
Z Bs'wB U BwB

Satz. (W, S") ist ein Coxetersystem.

Beweis. Wir zeigen, dass die Exchange-Condition in W gilt.
Sei w = s1...5g € W mit s; € S" und l(w) = I. Nun sei r € ' mit {(rw) < [. Wir
wéhlen

i=min{j=1,...,01]l(rs..s;) <j+1}

Dann sind v = rs7...,_1 und v = $;...s; reduzierte Worte mit us; = rv. Wegen
[(u) > l(us;) erhalten wir mit Lemma A:

Bus; B U BuB = BuBs; B
Durch wiederholtes Anwenden von Lemma B und C erhalten wir weiter
BuBs;B=..= BrBsBs,...Bs;B=...= BrvBU BuB

und damit
BuB = BuvB

was nach Lemma A bereits u = v impliziert. Damit erhalten wir

= (s1-- Si)3i+1 -5l

= (V)Siy1.--8

= (u)Sit1...8

= (rsy.. Si_1)5i+1...8l =7rS81...5;...5

und damit die Giiltigkeit der Exchange-Condition. [

Satz (Einfachheitskriterium von Tits). Sei (G, B, N, S) ein Tits-System mit Weyl-
gruppe W. Sei weiter (W, S") irreduzibel, G perfekt und B aufiésbar. Dann ist fir

H=()yBg"

geG

die Gruppe “/y einfach.
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Beispiel. Sei K ein Kérper, n > 2 und G = SL,(K). Wir betrachten die Unter-
gruppen

B :={A € G| A obere Dreiecksmatrix}
N :={A € G | A monomial}

und die Teilmenge

Man kann nun zeigen, dass (G, B, N, S) ein Tits-System ist. Ferner ist G fir n > 2
und #K > 3 perfekt und B auflésbar. Die Weylgruppe W ist Sym(n) und es gilt

) 9By~ = Z(G)

geG
Mit dem Einfachheitskriterium erhalten wir damit das Resulat, dass die Gruppe
PSLy(K) = *"/y
einfach ist.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass gilt

PSLy(Fy) & Ss
PSLy(F;) & A,

und diese projektiven Gruppen daher nicht einfach sind.

4.2 Stark transitive Wirkungen

Definition 4.4. Sei A ein Gebaude vom Typ (W, ) mit Apartmentsystem A. Sei
G eine Gruppe die auf A durch reguldre simpliziale Abbildungen tiber [ wirkt mit
g(A) = A fiir alle g € G. Solch eine Wirkung schreiben wir kurz als

G — Aut(A, A)
und heifit stark transitiv, falls gilt:
(ST1) G wirkt auf cham(A) transitiv.
(ST2) G wirkt auf A transitiv.
(ST3) Fir ¥ € A wirkt Ng(X) :={g € G | g¥ = X} transitiv auf cham(X).

Bemerkung. Das Axiom (ST1) ist redundant, denn fiir zwei Kammern ¢, ¢y gibt
es nach (G3) ein Apartment ¥ mit welches die Kammern enthélt. Nun gibt es nach
(ST3) ein g € Ng(X) mit g(c1) = co.
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Beispiel. Die kanonische Wirkung W ~ X(W, 1) ist stark transitiv. Das Axiom
(ST1) haben wir nachgerechnet und die anderen beiden sind wegen A = {X(W, 1)}
triviale Aussagen.

Theorem 4.5.

1. Sei G eine Gruppe mit Tits-System (G, B, N,S) mit Weyl-Gruppe (W,S").
Dann gibt es ein dickes Gebdude

A =A(G,B,N,S)

vom Typ (W, S") auf dem G stark transitiv wirkt. Ist co eine Kammer und ¥
ein Apartment welches co enthdlt, so gilt weiter:

B={ge€G|glc)=co}
N={geG|g(%) =%}

2. Sei andererseits G eine Gruppe welche auf ein dickes Gebdude (A, A) vom Typ
(W, 8" stark transitiv wirkt. Weiter sei ¢y eine Kammer und 3o ein Apartment
welches ¢y enthdlt. Fir die Gruppen

B:={g€G|yg(c)=co}
N :={g€G|g(X) = o}
T:=BNN

f
gilt dann N /7 = W. Sei S ein Reprdisentantensystem von f~(S’). Dann ist
(G, B, N, S) ein Tits-System fiir G und A ist kanonisch isomorph zu A(G, B, N, S).

4.3 Geometrische Interpretation von GL3(K)

Beispiel 4.6.
Wir betrachten den 3-dim. K-Vektorraum V = K? und den zugehérigen Fahnen-
komplex A(V):
e 0-dim. Simplizes: {U} € A(V) mit dim(U) € {1,2}.
e 1-dim. Simplizes: {U; G Uz} € A(V) mit dim(U;) = 1 und dim(U,) = 2.
Die Typfunktion
t:A(V)— P()
{U} — {dim(U)}
{Ul ; UQ} — {17 2}
ist eine reguldre, simpliziale Abbildung und A(V) ist somit ein 1-dim. Simplizial-
komplex iiber I. Die Gruppe GL3(K') wirkt auf nattirliche Weise V. Dies induziert

eine Wirkung
GL3(K) ~ A(V)
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durch Automorphismen iiber I. Zur Erinnerung: Fiir eine Basis B betrachten wir
das Apartment

Y(B):={ceA|VU€c:3By CB:U=(By)}
und das Apartmentsystem
A = {X(B) | B Basis}
Da fiir g € GL3(K) auch g(B) eine Basis ist, erhalten wir g(A) = A und somit
Y GL3(K) — Aut(A(V), A)
Nun zeigen wir, dass v stark transitiv auf A(V') wirkt:

(ST1) In der Ubungsaufgabe 1.1 haben wir gezeigt, dass G Ls(K) transitiv auf den
Kammern wirkt.

(ST2) Seien B;,Bs Basen von V. Dann sei g € GL3(K) mit g(B;) = Bs. Somit
erhalten wir

o(x80) =3(g(B)) = £(B)

(ST3) Sei E = {ey, eq,e3} die Standardbasis von V. Dann gilt fiir den Stabilisator
von X := X(E):

Nery ) (X) = {9 € GL3(K) | g monomiale Matrix}

und offensichtlich wirkt diese Untergruppe transitiv auf cham(X). Sei nun
B eine beliebige Basis. Nach (ST2) gibt es h € GL3(K) mit h¥(B) = X.
Damit wirkt also auch

Neryx)(2(B)) = {g € GL3(K) | ¢%(B) = X(B)}

= {g € GLy(K) | gh™'S = h"'S}

= {g € GL3(K) | hgh™'S = £} = hNg(S)h ™!
(

transitiv auf cham(3(B)) = h - cham(X) - h
Nun betrachten wir die Kammer

co = {(el> ;Ct (61,62>} € A(V)

und das Apartment

20 = Z({el, €9, 63}) € ./4.

Es gilt nun
Stab(e;) — {(8) € GLg(K)}
Stab(ey, e2) = {(gg%) € GLg(K)}
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und damit erhalten wir

*x k%

z%&w@@{ﬁigi)eGmuﬁ}

Eine kurze Rechnung ergibt weiter

N := Stab(X%) = {monomiale Matrizen in GL3(K)}

T:BﬂN{( )ecmm@

Ferner beobachten wir fiir s = (

sowie

o O
O XX O
* O O

oo
OO
[ =J=]
N———
=
=
(o
V2]
[N}

I
N
OO
—OoOo
oo
N———
=
)]
[¢]
=
o
€]
=
—
n
%
@]
=
e
E.
z
o
n

N/r —> Sym(3)
$1T — (1,2)
soT — (2,3)

Nach dem obigen Theorem ist nun
<GL3(K),B,N,S = {31732})

ein BN-Paar fiir GL3(K).
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