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1 EinleitungSeit ihrer Entdekung im Jahre 1953 sind Neutrinos ein wihtiger Gegenstand deraktuellen Forshung. Sie sind von zentraler Bedeutung f�ur vershiedene Forshungs-gebiete auh �uber die Elementarteilhenphysik hinaus. Derzeit wird beispielswei-se am S�udpol mit Ieube eines der gr�o�ten Neutrinoteleskope weltweit errihtet.Die Astronomen erho�en sih hiervon v�o�ollig neue Erkenntnisse �uber kosmologisheVorg�ange.Im Mittelpunkt des allgemeinen Interesses steht momentan jedoh die Frage nahder Masse des Neutrinos. Im Standardmodell wird es als masselose Elementarteil-hen postuliert. Doh in den letzten Jahren mehrten sih die Evidenzen, dass esdoh eine von null vershiedene Masse besitzt. Zum Beispiel kann die von meh-reren Experimenten voneinander unabh�angig beobahtete Neutrinooszillation nurmit einer endlihen Neutrinomasse erkl�art werden. Zur Untersuhung dieser Fragegibt derzeit vershiedene Ans�atze. Kosmologishe Beobahtungen und des neutrino-losen Doppelbeta-Zerfalls liefern Hinweise auf die Gr�o�e der Masse des Neutrinos.Diese Untersuhungen st�utzen sih jedoh alle auf vershiedene theoretishe Model-lans�atze. Ein rein kinematisher und damit modellunabh�angiger Ansatz stellt dieVermessung des Energiespektrums des �-Zerfalls dar. Dessen exakte Form in derN�ahe des Endpunkts h�angt allein von der Masse des bei diesem Prozess entstehen-den Neutrinos ab.Das neueste Experiment, das sih dieser Messmethode bedient, ist das KalsruherTritium-Neutrinoexperiment (KATRIN). Es wird die Energieverteilung der Zerfalls-elektronen spektrometrish mit einem MAC-E-Filter ermitteln und so neue Hinweisezur Gr�o�e der Neutrinomasse liefern. KATRIN besitzt eine Sensitivit�at hinreihend,um die Obergrenze f�ur die Masse des Elektronneutrinos auf 0,2 eV zu senken oderdie Masse mit einer Emp�ndlihkeit von 0,3 eV zu entdeken. Dabei ist der Einsatzeiner speziellen Drahtelektrode zur Untergrundunterdr�ukung wihtig.Bei der Integration dieser Drahtelektrode in das Spektrometer gilt es, die da-durh in den elektrishen Potentialen auftretenden St�orungen zu minimieren. Diesgeshieht mit aufw�andigen Computersimulationen, f�ur die eigens neue Programmenwntwikelt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dieses Softwarepaket verbes-sert und erweitert. Der Shwerpunkt liegt dabei auf der Entwiklung eines neuenAlgorithmus zu Berehnung elektrisher Felder, der erm�oglih noh detailgetreuereSimulationen durhzuf�uhren.
5



1 EinleitungGliederung der ArbeitDer Inhalt der vorliegenden Arbeit ist folgenderma�en gegliedert:� Kapitel 2 gibt ein kurzen �Uberblik �uber den theoretishen Hintergrund dieserArbeit. Die Eigenshaften des Neutrinos, sowie die Neutrinooszillation als Be-leg f�ur eine von null vershiedene Masse werden vorgestellt. Zudem wird dasVerfahren der direkten Massenbestimmung erl�autert.� In Kapitel 3 wird der Aufbau und die Funktionsweise des KATRIN-Experi-ments beshrieben. Der Shwerpunkt liegt dabei auf den Anforderungen andas elektromagnetishe Design.� Kapitel 4 besh�aftigt sih mit den zuk�unftigen Simulation zur globalen Bahn-verfolgung und den daf�ur n�otigen Vorbereitung, sowohl software- als auh hard-wareseitig.� F�ur realistishe Simulationen des KATRIN-Experiments sind detailgetreueComputermodelle n�otig. Im Rahmen dieser Arbeit wurden Programme zurGenerierung und Visualisierung dieser Modelle entwikelt, welhe in Kapitel 5vorgestellt werden.� Durh die immer komplexeren Simulationen geraten die verwendeten Compu-terprogramme an ihre Grenzen. In Kapitel 6 wird die Implementierung einesneue Algorithmus zur elektrishen Feldberehnung beshrieben, der die mo-mentan verwendete Boundary Element Methode erweitert.� Dieser Algorihmus wurde an vershiedenen Elektrodengeometrien getestet. DieResultate dieser Tests werden in Kapitel 7 aufgef�uhrt.� Als Abshluss der Arbeit folgt in Kapitel 8 eine kurze Zusammenfassung.
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2 Neutrinophysik2.1 Die Rolle des Neutrinos in der ElementarteilhenphysikDas Neutrino wurde 1930 vonWolfgang Pauli zur Erkl�arung des �-Zerfalls postuliert.Dieser besitzt im Gegensatz zum �- und -Zerfall ein kontinuierlihes Energiespek-trum, welhes in einem Zwei-K�orper-Zerfall nur unter Nihterhaltung der Energiem�oglih w�are. Ebenso shien die Drehimpulserhaltung verletzt, da aus einem Spin-1/2-Teilhen o�enbar zwei Spin-1/2-Teilhen entstehen. Daher postulierte Pauli dasNeutrino als masseloses, elektrish neutrales Spin-1/2-Teilhen. Dies sollte beim �-Zerfall zusammen mit dem Elektron entstehen und die Energie- und Drehimpulsbi-lanz ausgleihen. Die experimentelle Best�atigung erfolgte erst 1956 durh Reines undCowan. Ihnen gelang es erfolgreih, einen inversen �-Zerfall mit Reaktorneutrinoszu beobahten [Sh97℄.Heutzutage �ndet man das Neutrino im theoretishen Rahmen des Standard-modells, welhes die Elementarteilhen und ihre Wehselwirkungen erkl�art. Nahdem Standardmodell ist die gesamte Materie aus Quarks und Leptonen aufgebaut.Zus�atzlih existiert zu jedem Teilhen noh ein Antiteilhen, welhes die gleiheRuhemasse besitzt, aber umgekehrte Ladungen. Alle diese Teilhen unterliegen derelektromagnetishen, der shwahe und die Quarks auh noh der starken Weh-selwirkung. Dies sind die drei elementaren Wehselwirkungen. Die vierte Kraft, dieGravitation, kann niht im Rahmen des Standardmodells erkl�art werden.Das Neutrino z�ahlt zu den Leptonen. Es tr�agt keinerlei Ladung, daher kann esnur shwah wehselwirken. Dies erkl�art den geringen Wirkungsquershnitt bei allenNeutrinoreaktionen. Da bei der shwahen Wehselwirkung die Leptonenzahl erhal-ten bleibt, entsteht beim ��-Zerfall ein Antineutrino. Die genaue Reaktionsformellautet: n! p+ + e� + ��eDas Standardmodell ist eine �au�erst erfolgreihe Theorie. Es wurde bereits durhviele Experimente best�atigt. Allerdings gibt es mittlerweile mehrere Hinweise aufeine Physik jenseits des Standardmodells. So kann es beispielsweise die Dunkle Ma-terie, deren Existenz in der Theorie der Kosmologie gefordert wird, niht erkl�aren.Eine weitere Unzul�anglihkeit des Standardmodells zeigt sih in der Frage der Neu-trinomasse. 7



2 Neutrinophysik2.2 NeutrinooszillationLange ging man davon aus, dass die Neutrinomasse null betr�agt, wie vom Stan-dardmodell vorgegeben. Doh bis heute hat man durh vershiedene ExperimenteHinweise erhalten, dass das Neutrino eine von null vershiedene Masse besitzen muss.So lag die gemessene Z�ahlrate der solaren Neutrinos nur bei einem Drittel der theo-retishen Vorhersage. Die fehlenden Neutrinos lassen sih dadurh erkl�aren, dass sihein Teil der Elektronneutrinos auf dem Weg von der Sonne zur Erde in einen anderenFlavour-Zustand umwandelt. Dieser E�ekt wird als Neutrinooszillation bezeihnet.Er beruht darauf, dass sowohl die Flavour-Eigenzust�ande fj��i; � = e; �; �g als auhdie Massen-Eigenzust�ande fj�ii; i = 1; 2; 3g eine Basis des Zustandsraums darstel-len. Diese beiden Basen stimmen allerdings niht �uberein. Das bedeutet es gibt eineunit�are Transformation U mit j��i =Xi U�ij�ii: (2.1)Man kann somit die Flavour-Eigenzust�ande als eine Linearkombination der Massen-Eigenzust�ande shreiben. Da der Operator U unit�ar ist, was bedeutet, dass U�1 =U� ist, sind lediglih (n � 1)2 der n2 Komponenten dieser Matrix unabh�angig. Oftw�ahlt man als unabh�angige Parameter die 12n(n�1) Drehwinkel einer n-dimensiona-len Rotationsmatrix und 12(n�1)(n�2) komplexe Phasen. Diese Wahl ist allerdingsrein willk�urlih und dient nur der Veranshaulihung. F�ur den Drei-Flavour-Fall wirddaher die Matrix oft in dieser Form geshriebenU = 0� 1 0 00 2 s20 �s2 2 1A �0� 1 s1 0�s1 1 00 0 1 1A0� 1 0 00 1 00 0 eiÆ 1A0� 1 0 00 3 s30 �s3 3 1A (2.2)mit si = sin#i und i = os#i. Den Operator U bezeihnet man als Mishungsmatrixund die Winkel #i als Mishungswinkel. Die Shreibweise ist analog zu der CKM-Matrix in der Theorie der starken Wehselwirkung.Die zeitlihe Entwiklung eines Massen-Eigenzustands j�iimit der Energie Ei folgtaus der Shr�odingergleihung (�h = 1 und  = 1)j�i(t)i = e�iEitj�ii (2.3)Im ultrarelativistishen Fall gilt ( = 1):Ei =qp2i +m2i � E + m2i2E : (2.4)Angenommen, ein Neutrino bef�ande sih zur Zeit t = 0 in einem der Flavour-Eigen-zust�ande j�(0)i = j��i, so w�urde f�ur die Zeitentwiklung dessen Zustands geltenj�(t)i =Xi U�ie�iEitj�ii =Xi;� U�iU��ie�iEitj��i: (2.5)8



2.2 NeutrinooszillationDer zu Beginn reine Zustand vermisht sih f�ur t > 0 mit den anderen Flavour-Ei-genzust�anden. Die Wahrsheinlihkeit f�ur einen �Ubergang betr�agt:P (�! �; t) = h�(t)j��i2 = �����Xi U�iU��ie�iEit�����2=Xi jU�iU��ij2 + 2ReXj>i U�iU��jU��iU�je�i(Ei�Ej)t: (2.6)Man kann einen oszillierenden Anteil an der �Ubergangswahrsheinlihkeit erkennen.Die Phase dieser Oszillation l�asst sih auf die Flugstreke L = t umrehnen, da derultrarelativistishe Grenzfall betrahtet wird:(Ei �Ej)t � m2i �m2j2 LE =: �m2ij2 LE (2.7)Aus der Frequenz dieser Oszillation l�asst sih �m2ij bestimmen. Die Neutrinoos-zillation liefert somit Informationen �uber die Di�erenzen der Massenquadrate derMasseneigenzust�ande j�ii. Sie maht jedoh keine Aussage �uber den Absolutbetragder Massenskala.F�ur das Auftreten von Neutrinooszillation m�ussen zwei Bedingungen erf�ullt sein.Einerseits muss wenigstens ein Massen-Eigenzustand einen endlihen Wert besitzen,andererseits darf die Mishungsmatrix U niht gleih der Einheitsmatrix sein. Daherist die Beobahtung der Neutrinooszillation eine klare Evidenz f�ur eine von nullvershiedene Neutrinomasse.Aufgrund dieser gro�en Bedeutung wurde dieser E�ekt bereits von mehreren Ex-perimenten an vershiedenen Neutrinoquellen untersuht. So wurde 1998 vom Super-Kamiokande-Experiment in Japan die Neutrinooszillation bei atmosph�arishen Neu-trinos, die bei Reaktionen der kosmishen Strahlung mit der Atmosph�are entstehen,entdekt. Der Experimentaufbau besteht in Wesentlihen aus einem Tank, der mit50 kt ultrareinem Wasser gef�ullt ist und sih 1 km unter der Erdober�ahe be�n-det. Dringt ein Neutrino in dieses Wasservolumen ein, kann es mit einem Nukleonwehselwirken: �� + n! �� + p+ bzw: ��� + p+ ! �+ + n (2.8)mit � = e; �. Die dabei entstehenden geladenen Leptonen erzeugen harakteristishe�Cerenkov-Strahlung, die von mehreren tausend Photomultipliern an den W�andendes Wassertanks detektiert wird. Dabei wurde ein zenitwinkelabh�angiges De�zit an�� festgestellt. Rehnet man die Winkelabh�angigkeit auf die Flugstreke in der At-mosph�are um, stimmt das beobahtete De�zit genau mit den Erwartungen aus derTheorie der Neutrinooszillation f�ur eine bestimmte Kombination von Parametern�uberein. Demnah gelte �m212 = 7; 9 � 10�5 eV2, �m223 = 2; 6 � 10�3 eV2, #1 = 45Æ,#2 = 32Æ und #3 = 13Æ. 9



2 Neutrinophysik2.3 Direkte Bestimmung der NeutrinomasseDie genaue Form des Energiespektrums des �-Zerfalls h�angt von der Masse desElektronneutrinos m(�e) ab. Da diese allerdings niht exakt de�niert ist, ist dasSpektrum eine �Uberlagerung von den drei Einzelspektren zu den jeweiligen Masse-neigenzust�anden. Die Di�erenzen zwishen diesen Spektren sind so gering, dass siemit den heutigen Messmethoden niht aufgel�ost werden k�onnen. Stattdessen wirdein Spektrum mit einer e�ektiven Neutrinomasse m(�e) beobahtet, f�ur die giltm(�e)2 := 3Xi=1 jUeij2m(�i)2: (2.9)Die Ruheenergie des Neutrinos steht den Zerfallselektronen niht zur Verf�ugung;somit bestimmt sie den Endpunkt des Spektrums Emax. Wenn E0 die beim Zerfallfreiwerdende Energie ist, betr�agt die maximale Energie der ZerfallselektronenEmax = E0 �m(�e)2 (2.10)Somit w�urde eine pr�azise Bestimmung der maximalen Energie Emax den Betrag derNeutrinomasse liefern. Doh aufgrund der extrem geringen Z�ahlrate und dem nurzu einem gewissen Grad unterdr�ukbaren Untergrund in diesem Energiebereih istdies niht mit ausreihender Genauigkeit m�oglih. Die ebenfalls zur Bestimmungben�otigte Zerfallsenergie E0 ist in der Regel auh niht genau genug bekannt. Ausdiesen Gr�unden ist die Methode zur Massenbestimmung ungeeignet. Stattdessen istdie genaue Form des �-Spektrums in der N�ahe des Endpunkts zu untersuhen. F�urdas Spektrum giltd _NdE = R(E)p(E0 �E)2 �m(�e)24 �(E0 �E �m(�e)2) (2.11)mit R(E) = G2F2�3�h7 os2 �C jM j2F (Z;E)p(E +me2)(E0 �E): (2.12)Dabei ist E die Energie und p der Impuls des Zerfallselektrons, Z die Ladung desTohterions, GF die Fermi-Konstante, �C der Cabibbo-Winkel und M das Kernma-trixelement f�ur den �Ubergang. F (Z;E) ist die Fermi-Funktion, welhe die elektro-statishe Wehselwirkung beshreibt. Vermisst man nun das Spektrum in der N�ahedes Endpunkts sehr pr�azise, erh�alt man E0 und m(�e)2 durh An�tten des Spek-trums an die Messdaten. Diese Methode ist modellunabh�angig, da sie ausshlie�lihauf kinematishen Messmethoden basiert.Dieses Verfahren wurde bereits in mehreren Experimenten erfolgreih angewendet.Bei diesen Experimenten wurde fast ausshlie�lih Tritium als radioaktives Materialverwendet. Die dabei auftretende Zerfallsreaktion entspriht3H! 3He+ + e� + ��e: (2.13)Aus folgenden Gr�unden ist diese Reaktion optimal f�ur derartige Untersuhungen:10



2.3 Direkte Bestimmung der Neutrinomasse� Der Endpunkt des Energiespektrums E0 liegt mit 18,6 keV sehr niedrig. Sofallen relativ viele Zerfallsereignisse in das zu betrahtende Energieintervall.� Die Halbwertszeit ist mit 12,3 Jahren relativ lang, bietet aber dennoh einegen�ugend gro�e Aktivit�at bei einer eben noh handhabbaren an radioaktivenMaterial.� Das Tritiummolek�ul T2 hat eine sehr einfahe elektronishe Struktur, daherist das elektronishe Anregungsspektrum gut bekannt.Die aktuelle Obergrenze f�ur die Masse des Elektronneutrinos betr�agt 2,3 eV mit95% und wurde durh das Mainz-Experiment ermittelt [Kra03℄. Sie wurde mit demhier vorgestellten Verfahren ermittelt.
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3 Das KATRIN-ExperimentDas KATRIN-Experiment ist das neuste Experiment zur direkten Bestimmung derNeutrinomasse und der direkte Nahfolger der Experimente in Mainz und Troitsk.Wie bei den Vorg�angerexperimenten erfolgt die Massenbestimmung durh eine ge-naue Vermessung der Energiespektrums des Tritiumzerfalls. Mit der angestrebtenSensitivit�at kann eine neue Obergrenze f�ur die Masse des Elektronneutrinos von0,2 eV mit einer Siherheit von 90% erreiht werden. Eine Masse von 0,35 eV k�onntemit einer Genauigkeit von 5 � bestimmt werden, bei 0,3 eV w�aren es 3�.3.1 Experimenteller AufbauDas KATRIN-Experiment wird am Forshungszentrum Karlsruhe aufgebaut. Dortexistiert die optimale Infrastruktur f�ur ein Experiment dieser Gr�o�enordnung. Dasam Forshungszentrum ans�assige Tritiumlabor Karlsruhe (TLK) stellt als einzigezivile Einrihtung weltweit die erforderlihe Menge reinen Tritiums bereit. Daherwird zur Zeit das KATRIN-Experiment in unmittelbarer N�ahe zum TLK errihtet.Der gesamte Aufbau hat eine L�ange von etwa 70m ist in Abbildung 3.1 gezeigt undbesteht aus mehreren Komponenten, die im Folgenden vorgestellt werden.
Abbildung 3.1: Gesamtaufbau des KATRIN-ExperimentsTritiumquelleF�ur das KATRIN-Experiment wird eine fensterlose Quelle mit gasf�ormigem Tritium(Windowless Gaseous Tritium Soure, WGTS) verwendet. Mit dieser Art von Quelleerreiht man eine hohe Z�ahlrate ohne st�orende Festk�orpere�ekte. Der Quellaufbaubesteht aus einem 10m langen Rohr mit einem Durhmesser von 9 m. Sie ist aufeine Temperatur von 27K heruntergek�uhlt und be�ndet sih in einem Magnetfeldder St�arke 3,6 T, das von supraleitenden Magneten erzeugt wird und die Elektronenf�uhren soll. Das Tritium str�omt in der Mitte ein und wird an den Seiten wiederabgepumpt und gereinigt. Auf diese Weise ist es m�oglih, es in einem geshlossenen13



3 Das KATRIN-ExperimentKreislauf zu halten und dadurh eine hohe Intensit�at mit einer geringen MengeTritiums zu erreihen.TransportstrekeDie Transportstreke shlie�t sih an die WGTS an. Sie besteht aus der di�erentiel-len Pumpstreke DPS2-F und der kryogenen Pumpstreke CPS. Sie soll verhindern,dass molekulares Tritium aus der Quelle in den �ubrigen Experimentaufbau gelangt.Dies wird in der DPS2-F durh di�erentielles Pumpen und in der CPS durh Auf-frieren erreiht. Zus�atzlih ist die Strahlf�uhrung geknikt um zu verhindern, dasssih Tritium geradlinig durh diese Sektion bewegen kann. Dieser E�ekt wird auhals Beaming-E�ekt bezeihnet. Mehrere Solenoide erzeugen ein hohes Magnetfeld,das hingegen die Zerfallselektronen in das Vorspektrometer gef�uhrt.VorspektrometerDas Vorspektrometer be�ndet sih zwishen Transportstreke und Hauptspektrome-ter. Es hat eine L�ange von 3,5m und einen Durhmesser von 1,7m. Seine Hauptauf-gabe ist die grobe Vor�lterung des Elektronenusses aus der Quelle. Es besitzt zwarnur ein Au�osungsverm�ogen von etwa 75 eV, jedoh gen�ugt dies, um den Gesamtussan dieser Stelle bereits um einen Faktor 107 zu reduzieren. Durh diese Filterungtr�agt es zur Untergrundreduzierung bei. Eine Beshreibung dieses Spektrometertypsfolgt in Kapitel 3.2.HauptspektrometerEine zentrale Komponente des KATRIN-Experiments ist das Hauptspektrometer.Es besteht aus einem Edelstahltank einer L�ange von 23m und einem Durhmesservon 10m. Es wurde von der Firma MAN/DWE in Deggendorf gefertigt und wurdedann aufgrund der enormen Gr�o�e und des Gewihts von 200 t �uber den Seeweg �uberdas Shwarze Meer, dem Mittelmeer und dem Atlantik nah Karlsruhe transportiert.Die Aufgabe des Hauptspektrometers ist die exakte Vermessung des Tritium-�-Zerfallsspektrums. Dies geshieht ebenso wie beim Vorspektrometer nah dem Prin-zip des MAC-E-Filters.An der Innenseite des Hauptspektrometertanks soll eine zus�atzlihe Drahtelek-trode zur Untergrundunterdr�ukung montiert werden. Eine Beshreibung ihres Auf-baus und ihrer Funktionenweise folgt in Kapitel 3.2. Im Vorspektrometer kommteine �ahnlihe, aber wesentlih einfahere Drahtelektrode zum Einsatz.DetektorDas letzte Element des KATRIN-Experiments ist der Detektor. Die sensitive Fl�ahehat einen Durhmesser von etwa 9 m und dient dazu, die Elektronen nahzuweisen,die das Retardierungspotential des Hauptspektrometers �uberwunden haben. Dazuist im Wesentlihen eine hohe NahweiseÆzienz f�ur Elektronen mit einer Energievon ungef�ahr 18,6 keV notwendig. Der Detektor besteht aus einem Array von PIN-Dioden und ist in 145 Pixel in einer Anordnung �ahnlih einer Dartsheibe unterteilt.Damit kann zus�atzlih zur Energieau�osung von ungef�ahr 600 eV eine Ortsau�osungerreiht werden, mit der das Strahlpro�l untersuht werden kann. So k�onnen Inho-14



3.2 Elektromagnetishes Designmogenit�aten im elektrishen Potential und dem Magnetfeld in der Analysierebenedes Hauptspektrometers vermessen werden und herausgerehnet werden.3.2 Elektromagnetishes DesignDas elektromagnetishe Design des KATRIN-Experiments umfasst die geometrisheAnordnung von Elektroden und Magnetspulen, sowie deren Potentialbelegung undStromdihten. Die Entwiklung eines Designs, das den hohen Anforderungen vonKATRIN gen�ugt, stellt eine gro�e Herausforderung dar. Die Energieau�osung derbeiden Spektrometer, die den zentralen Bestandteil des KATRIN-Experiments bil-den, h�angt entsheidend vom elektromagnetishen Design ab. Sie funktionieren beidenah dem Prinzip des MAC-E-Filters. Diese Abk�urzung steht f�ur Magneti Adiaba-ti Collimation and Eletrostati Filter. Ein derartiger Filter besteht aus zwei an denEnden des Spektrometers be�ndlihen Solenoid-Magneten, die ein stark inhomoge-nes Magnetfeld erzeugen. Die Feldst�arke f�allt zur Analysierebene hin um mehrereGr�o�enordnungen ab. BS sei das Magnetfeld am Eingang des Spektrometers undBmin das Feld in der Analysierebene, die genau in der Mitte zwishen den Spulenliegt. Der Aufbau ist skizziert in Abbildung 3.2.Geladene Teilhen bewegen sih in einem Magnetfeld entlang der Magnetfeldlini-en auf Zyklotronbahnen. Ihre Energie E l�asst sih unterteilen in eine transversaleE? und eine logitudinale Komponente Ek bez�uglih des Magnetfeldes. Aufgrundder Zyklotronbewegung kann man dem Teilhen auh ein magnetishes Moment ~�zuordnen. Es gilt in nihtrelativistisher N�aherung:E? = �~� � ~B: (3.1)Falls die adiabatishe N�aherung erf�ullt ist, das bedeutet, dass die relative �Anderungdes Magnetfeldes �B=B pro Zyklotronumlauf klein ist, bleibt ~� konstant. In die-sem Fall ist die Transversalenergie proportional zur Magnetfeldst�arke B. Fliegt einTeilhen also in das Spektrometer hinein, wird dessen Transversalenergie vom hohenzum shwahen Magnetfeld hin in Longitudinalenergie umgewandelt. Betrug sie immaximalen Magnetfeld noh E0?, so gilt in der AnalysierebeneEmin? = E0?BminBS : (3.2)Zus�atzlih zum Magnetfeld liegt noh das elektrishes Retardierungspotential U an,dessen Maximum genau in der Analysierebene liegt. Dieses Potential kann nur vonElektronen �uberwunden werden, f�ur die gilt Ek > eU . Die transversale Komponen-te E? spielt dabei keine Rolle. Aus dem Grund muss sie m�oglihst vollst�andig inLongitudinalenergie umgewandelt werden, bevor die Elektronen die Analysierebeneerreihen. Daher l�asst sih aus (3.2) die Energieau�osung des MAC-E-Filters �Eableiten. Angenommen ein Elektron startet unter einem Winkel von 90Æ zu Magnet-feldlinie, so gilt zu Beginn E0 = E0?. In der Analysierebene gilt dann�E = Emin? = E0BminBS : (3.3)15



3 Das KATRIN-Experiment

Abbildung 3.2: Funktionsweise eines MAC-E-FiltersDa diese restlihe Transversalenergie durh die Analysierwirkung des Spektrometersniht erfasst werden kann, entspriht sie der Energieau�osung �E. Man erkennt,dass �E nur vom Verh�altnis der Magnetfeldst�arken abh�angt. Bei KATRIN wird einVerh�altnis von BS=Bmin � 20000 ben�otigt, um die angestrebte Sensitivit�at auf dieNeutrinomasse im Sub-eV-Bereih zu erreihen. Die Energieau�osung am Endpunktdes Tritium-�-Spektrums w�are in diesem Fall �E � 1 eV und damit um einen Fak-tor 4{5 besser als bei den Vorg�angerexperimenten. Das Verh�altnis erkl�art auh dengro�en Durhmesser des Hauptspektrometers, da sih der magnetishe Flussshlauhin der Analysierebene entsprehend aufweitet. Die L�ange des Spektrometers wird vonder adiabatishen N�aherung vorgegeben. Sie gilt nur solange die relative Magnet-feld�anderung niht zu gro� wird. Daher wird bei diesen Magnetfeldst�arken jeweilseine Streke von �uber 10m ben�otigt.Aus dieser Funktionsweise ergeben sih mehrere Anforderungen an das elektro-magnetishen Design. Einerseits muss sihergestellt werden, dass das Verh�altnis derMagnetfeldst�arken im Hauptspektrometer der Vorgabe entspriht. Gleihzeitig mussdie Magnetfeld�anderung im gesamten Hauptspektrometervolumen abiabatish ver-16



3.2 Elektromagnetishes Designlaufen. Die Magnetfeldst�arke wird am Eingang des Hauptspektrometers 4,5 T be-tragen und dann zur Analysierebene hin auf etwa 3 � 10�4 T = 3G abfallen. Dadas lokale Erdmagnetfeld bereits eine Feldst�arke von B � 0; 5G aufweist, muss esentsprehend kompensiert werden. Zu diesem Zwek ist eine komplexe Anordnungvon Luftspulen notwendig, die um das Spektrometer herum angeordnet sind undeinen Durhmesser von 12m besitzen. Zus�atzlih zum Magnetfeld muss aber auhein genau darauf abgestimmtes elektrishes Feld erzeugt werden. Das Maximum desRetardierungspotentials muss genau in der Analysierebene liegen, in der das Magnet-feld sein Minimum erreiht. Ist dies niht der Fall, hat sih die Transversalenergieder Elektronen niht vollst�andig in Longitudinalenergie umgewandelt und die ange-strebte Energieau�osung kann niht erreiht werden. F�ur eine optimale Retardierungder �uber den gesamten Flussshlauh verstreuten Zerfallselektronen sind insbeson-dere auh homogene Felder entlang der gesamten Analysierebene notwendig, diesgilt sowohl f�ur das elektrishe als auh das magnetishe Feld.Neben den Anforderungen an das elektromagnetishe Design gibt die angestreb-te Energieau�osung auh die Dimensionen des Hauptspektrometers vor, woraus dieenorme Masse von 200 t Edelstahl folgt, die zur Konstruktion des Hauptspektro-meters ben�otigt wurde. Demzufolge ist das Hauptspektrometer selbst eine niht zuvernahl�assigende Untergrundquelle. Einerseits f�uhren instabile Isotope im Edelstahlzu radioaktiven Zerf�allen in der Tankwand und anderseits tre�en kosmishe Myonenauf das Tankvolumen und erzeugen dort Sekund�arelektronen. Beide E�ekte f�uhrenzu unerw�unshten Untergrundelektronen, die zwar zu einem gro�en Teil durh dasMagnetfeld abgeshirmt werden, da es nur Elektronen innerhalb des magnetishenFlussshlauhes zum Detektor f�uhrt. Ein kleiner Anteil der Sekund�arelektronen ge-langt dennoh zum Detektor. Der so entstehende Untergrund w�are immer noh zugro�. Daher muss im Tank eine zus�atzlih Drahtelektrode installiert werden, die die-sen Untergrund weiter reduziert. Sie besteht aus zwei Drahtlagen mit einem Abstandvon 15mm und 22mm zur Tankwand. W�ahrend das elektrishe Potential der Wand-18600 V betr�agt, liegt die �au�ere Drahtlage bei -18500 V und die innere bei -18400 V.Niederenergetishe Elektronen, die aus der Tankwand austreten, werden dadurh re-ektiert. Diese Elektronen entstehen bei radioaktiven Zerf�allen und durh kosmisheMyonen, die auf die Tankwand tre�en. Um zu die Anzahl der Elektronen zu minimie-ren, die aus den Dr�ahten selbst austreten, haben diese lediglih einen Durhmesservon 0,3mm in der �au�eren Lage und 0,2mm in der inneren Lage. Diese Zusatzelek-trode stellt eine gro�e Herausforderung bei der Entwiklung des elektromagnetishenDesigns dar. Die Montage der Drahtelektrode erfolgt in 240 Modulen, die an speziel-len Bolzen an der Tankwand befestigt werden. Ein Modul besteht aus zwei K�ammenzwishen denen die Dr�ahte gespannt sind. Abbildung 3.3 zeigt einen Kamm aus demzylindrishen Spektrometerteil. Diese K�amme st�oren allerdings die Homogenit�at deselektrishen Potentials im Tank, insbesondere f�uhren sie zu Inhomogenit�aten in derAnalysierebene. Dieser E�ekt muss durh zus�atzlihe Abshirmelektroden minimiertwerden. Die Entwiklung dieser Elektroden und Haltestrukuren sowie die generel-le Optimierung der Potentialbelegung im Hauptspektrometer erfolgen mittels eineseigens zu diesem Zwek entwikelten Softwarepakets. N�ahere Informationen dazu17



3 Das KATRIN-Experimentfolgen in Kapitel 4.2.

Abbildung 3.3: Kamm aus dem zylindrishen SpektrometerteilDie abshirmende Wirkung einer Drahtelektrode wurde bereits erfolgreih amMainzer Spektrometer nahgewiesen [Fla04℄. Im Vorspektrometer kommt eine �ahn-lihe, aber wesentlih einfahere Drahtelektrode zum Einsatz. Ein weitere wihtigeFunktion dieser Elektrode ist der so genannte Dipolmodus. Dabei wird ein starkeselektrishes Feld erzeugt, welhe gespeiherte Teilhen aus dem Hauptspektrometerentfernt.
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4 Globale Bahnverfolgung4.1 BedeutungAls globale Bahnverfolgung wird die numerishe Berehnung der Flugbahn einesgeladenen Teilhens durh den kompletten Aufbau des KATRIN-Experiments be-zeihnet. Mit dieser Art von Simulation l�asst sih ein elektromagnetishes Designunter realistishen Bedindungen testen. Dabei wird die mikroskopishe Bewegungdes Teilhens in den elektromagnetishen Feldern untersuht. Bisherige Simulationenin diesem Ma�stab haben die Flugbahn lediglih in abiatisher N�aherung bestimmt.Die Approximation besteht darin, dass nur die Bahn des Zentrums der Zyklotron-bewegung des Teilhens bestimmt wird. F�ur n�ahere Informationen zu diesen Reh-nungen sei auf [Thu02℄ verwiesen. Dadurh, dass hierbei jede Elektrode und jederMagnet mit einbezogen werden, k�onnen auh Abweihungen gefunden werden, diedurh das Zusammenspiel mehrerer vershiedener Komponenten entstehen. SolheFehler k�onnen bei lokalen Simulationen nur sehr shwer entdekt werden. Zus�atzlihlassen sih nur auf diese Weise Toleranzrehnungen der gesamten Strahlf�uhrungdurhf�uhren.Eine weitere wihtige Rolle wird die globale Bahnverfolgung bei der Datenana-lyse spielen. Kombiniert mit einer Monte-Carlo-Simulation der �-Zerf�alle und denEnergieverlusten in der WGTS sowie des Elektronnahweises im Detektor, bildet siedie Grundlage f�ur eine vollst�andige Simulation des KATRIN-Experiments. Mit einersolhen Simulation lassen sih die Auswirkungen vershiedener St�orungen wie Poten-tialabweihungen oder radioaktive Zerf�alle in der Tankwand auf die Detektorz�ahlrateermitteln. Man kann eine ortsaufgel�oste Responsefunktion des Experiments ermit-teln, welhe Energieverluste, niht-adiabatishe E�ekte sowie auftretende Synhro-tronstrahlung beinhaltet. F�ur die Analyse bedeutet dies, dass diese E�ekte korrigiertwerden k�onnen und die Neutrinomasse mit einer h�oheren Genauigkeit gemessen wer-den kann.Mit der bisher verf�ugbaren EMD-Software kann allerdings noh keine globaleBahnverfolgung durhgef�uhrt werden. Daher wurde sie im Rahmen dieser Diplom-arbeit optimiert und erweitert, so dass sie in Zukunft f�ur diese Form der Simulationgeeignet ist.4.2 EMD-SoftwareDie Programme, welhe bei der Entwiklung eines elektromagnetishen Design f�urKATRIN eingesetzt werden, wurden speziell f�ur diesen Zwek geshrieben. Sie stam-19



4 Globale Bahnverfolgungmen haupts�ahlih von Feren Gl�uk (Universit�at Mainz, jetzt ForshungszentrumKarlsruhe) und sind in der Programmiersprahe C geshrieben. Die Programme sindhoh optimiert und perfekt an die Problematik angepasst. Daher k�onnen sie auhniht durh allgemeinere kommerzielle Pakete, wie Simion oder CPO, ersetzt wer-den.Mit den EMD-Programmen ist es m�oglih die elektromagnetishen Felder, die auseiner Magnet- und Elektrodenkon�guration resultieren, zu berehnen. F�ur die Ma-gnetfeldbestimmung gibt es die Programme Mag�eld2 und Mag�eld3. Sie sind sehr�ahnlih aufgebaut, untersheiden sih aber vor allem in der erlaubten Spulengeome-trie.Mag�eld2 kann nur Spulen verarbeiten, die auf der z-Ahse liegen, insbesonderesind keine Neigungen erlaubt, w�ahrend hingegen beiMag�eld3 die Spulenanordnungbeliebig sein kann. Nat�urlih ist die allgemeinere Berehnung deutlih langsamer alsbei Mag�eld2. F�ur eine Beshreibung des zugrunde liegenden Algorithmus sei auf[Hug08℄ verwiesen.Die Bestimmung von elektrostatishen Potentialen erfolgt mit Eld3 2 undEld3 3. Beide Programme verwenden dazu die Boundary Element Methode, welhein Kapitel 6.2.1 beshrieben wird. Sie untersheiden sih in den Elektrodentypen,die berehnet werden k�onnen. Eld3 2 unterst�utzt konusf�ormige Elektroden ent-lang der z-Ahse und Dr�ahte, die rotationssymmetrish um die Ahse angeordnetsind. Eld3 3 hingegen kann statt der Koni beliebig im Raum positionierte Reht-eke verarbeiten. Allerdings existiert ein Hilfsprogramm, das einen Konus in kleineRehteke zerlegt. Auf diese Weise lassen sih Geometrien von Eld3 2 nah Eld3 3�ubertragen.Die Routinen zur Feldberehnung werden von vershiedenen Hilfsprogrammen ver-wendet, die haupts�ahlih bei der Entwiklung des EMD eingesetzt werden. Mitihnen k�onnen magnetishe Feldlinien bestimmt und das elektrishe Potential ent-lang dieser ausgegeben werden. Diese Form der Berehnung ist essentiell f�ur dieSuhe nah Teilhenfallen im Aufbau des KATRIN-Experiments. Das Finden undEntfernen ist eine der wihtigsten Aufgaben bei der Entwiklungen eines elektroma-gnetishen Designs. In solhen Fallen werden geladene Teilhen gespeihert, was wieim voherigen Kapitel beshrieben den Untergrund deutlih erh�ohen kann.Das wihtigste Anwendungsprogramm aber ist das Bahnverfolgungsprogramm,welhes f�ur globale Bahnverfolgung erweitert werden soll. Es benutzt die oben ge-nannten Programme zur Feldberehnung und simuliert dann die Bewegung geladenerTeilhen in diesen Feldern mit einem Runge-Kutta-Algorithmus. Bei diesem Bereh-nungsverfahren wird die gesamte Flugbahn st�ukweise in m�oglihst kleinen Shrittenberehnet. F�ur jeden dieser Shritte wird jeweils die Lorenzkraft auf das Teilhenaus den elektromagnetishen Feldern bestimmt. F�ur eine genauere Beshreibung desVerfahrens sei auf [Val04℄ verwiesen.20



4.3 Erweiterungen4.3 ErweiterungenBevor die EMD-Software erweitert werden kann, m�ussen noh einige allgemeineShwierigkeiten beseitigt werden. Ein wihtiger Punkt ist die Speiherverwaltungin allen Programmen. Bei modernen Computersystemem ist der Arbeitsspeiher inStak- und Heap-Speiher unterteilt. Zwishen beiden gibt es keinen physikalishenUntershied, lediglih die interne Adressierung ist untershiedlih. Durh diese Auf-teilung ist aber die Menge an verf�ugbarem Stak-Speiher begrenzt, auh wenn derRehner eigentlih �uber ausreihend RAM verf�ugt. Daher sollte ein gro�er Speiher-bedarf mit Heap-Speiher gedekt werden. Bei der Programmierung in C kann manbeide Arten von Speiher verwenden. Gew�ohnlihe Variablen wieint a;double b[10℄;werden im Stak angelegt. Sie werden vom Compiler erzeugt und automatish nahder Benutzung wieder gel�osht und der belegte Speiher freigegeben. Die Anforde-rung von Heap-Speiher ist ein wenig komplizierter. Sie erfolgt mit der mallo()-Funktion. Mitdouble *b = (double*) mallo(sizeof(double) * 10);legt man ein Array von double-Zahlen im Heap an. Leider verliert man dadurhauh die automatishe Speiherverwaltung. So muss man nah der Verwendung denSpeiherplatz manuell wieder freigeben:free(b);Bisher arbeiteten die EMD-Programme ausshlie�lih mit Stak-Speiher, daherm�ussen sie so angepasst werden, dass nun der Speiher vom Heap bezogen wird. Die-ser Shritt maht die Programme wesentlih portabler. Ohne diese �Anderung warensie auf Rehnern, die niht genug Stak-Speiher bereitstellen, niht ohne Weitereslau��ahig. Zus�atzlih tritt noh die Einshr�ankung auf, dass Arrays im Stak-Speiherimmer eine feste Gr�o�e besitzen m�ussen. Dies f�uhrte dazu, dass beispielsweise dieAnzahl der Elektroden nah oben durh einen im Programm verstekten Parame-ter begrenzt war. Andererseits wurden die Arrays immer in der maximalen Gr�o�eangelegt, auh wenn tats�ahlih niht so viel Platz ben�otigt wurde. Bei Arrays aufdem Heap kann die Gr�o�e dagegen dynamish bestimmt werden. Wird nun vorder Speiheranforderung zun�ahst die erfordlihe Gr�o�e bestimmt, muss nur so vielSpeiherplatz belegt werden, wie auh wirklih ben�otigt wird. Da das Anfordern vonArbeitsspeiher auh immer Rehenzeit beanspruht, ergibt sih dadurh eine kleineZeitersparnis.Am deutlihsten musste das Bahnverfolgungsprogramm erweitert werden, da esdie Grundlage f�ur zuk�unftige globale Bahnfolgungen werden sollte. Daher musstenneue Funktionen implementiert werden, so dass die komplette KATRIN-Geometrieverarbeitet werden konnte. Dies war mit der urspr�unglihen Version niht m�oglih,21



4 Globale Bahnverfolgungdenn sie arbeitete mit den Feldberehnungsprogrammen Mag�eld2 und Eld3 2.Aus diesem Grund konnte weder die gekr�ummte Magnetfeldstreke in der DPS2-F und der CPS noh die detaillierte Drahtelektrode im Hauptspektrometer simu-liert werden. Diese Einshr�ankung wurde behoben durh eine Neuimplementierungder Feldberehnung, die nun je nah Benutzerwahl auf Mag�eld2 oder Mag�eld3bzw. Eld3 2 oder Eld3 3 zur�ukgreift. Dadurh treten viele neue Parameter auf,die spezi�ziert werden m�ussen. Um dem Benutzer an dieser Stelle Arbeit abzu-nehmen, wurde eine Kon�gurationsdatei hinzugef�ugt, in der diese und weitere Pa-rameter angegeben werden k�onnen. Ebenfalls mit dieser Kon�gurationsdatei kanneine weitere Erweiterung der Bahnverfolgung aktiviert werden. Sie kann nun dieStreuung der Elektronen an Wassersto�molek�ulen, die im Wesentlihen das Restgasim Spektrometer darstellen, simulieren. Dabei werden elastishe Streuungen, Anre-gungen und Ionisationproszesse ber�uksihtigt. Die Algorithmen f�ur die Berehnungder Wirkungsquershnitte dabei stammen von Feren Gl�uk. Sie wurden bereits imProgramm ADIPARK von Thomas Th�ummler eingesetzt. Eine Beshreibung desProgramms be�ndet sih in [Thu02℄.Mit diesen Modi�kationen k�onnen jetzt globale Bahnverfolgungen durhgef�uhrtwerden. Allerdings ist die Rehnung immer noh sehr zeitaufw�andig. Da man aber f�uraussagekr�aftige Simulationen eine gro�e Zahl an Berehnungen durhf�uhren muss,wird auh eine entsprehende Computerkapazit�at ben�otigt. Dazu wurde in M�unsterder bereits existierende und f�ur das ALICE-Experiment eingesetzte Rehenluster(Abbildung 4.1) um 9 Nodes mit jeweils zwei Dual-Opteron-Prozessoren und 4GBArbeitsspeiher erweitert. F�ur die anfallenden Daten wurde eigens ein 5TB RAID-Server angesha�t. So existiert nun in M�unster die tehnishe Grundlage f�ur globaleBahnverfolgungssimulationen.
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4.3 Erweiterungen

Abbildung 4.1: Rehenluster in M�unster
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4 Globale Bahnverfolgung
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5 Hilfsmittel zum Geometriedesign
5.1 AufgabenstellungIn der ersten Entwiklungsphase des elektromagnetishen Designs f�ur die Drahtelek-trode waren nur Simulationen in erster N�aherung notwendig. Es galt die optimalenPotentiale und Anordnungen der Drahtlagen zu bestimmen. Daf�ur wurde die Geome-trie des Hauptspektrometers durh rotationssymmetrishe Strukturen angen�ahert.F�ur Detailrehnungen ist dies allerdings unzureihend. Sie sind notwendig, um Un-tergrundelektronen nahe der Tankwand oder den K�ammen zu simulieren oder umPenningfallen im Aufbau des Experiments zu �nden. F�ur diese Art von Rehnung isteine ganz neue dreidimensionale Elektrodengeometrie des Hauptspektrometers not-wendig. In dieser Geometrie m�ussen die einzelnen Z�ahne der K�amme, sowie eventu-elle Strukturen zur Korrektur der elektrishen Potentiale nahgebildet werden. DasErstellen dieser Geometrie ist eine der grundlegenden Shwierigkeiten des elektroma-gnetishen Designs. Selbst in den F�allen, in denen es bereits CAD-Zeihnungen vonBauteilen gibt, kann man diese niht direkt f�ur elektrostatishe Simulationen verwen-den, denn f�ur eine Elektrodengeometrie brauht man Informationen wie Potentialbe-legung und Ober�ahendiskretisierung, die man niht aus tehnishen Zeihnungengewinnen kann. Diese enthalten mehanishe Materialeigenshaften, die f�ur das elek-trishe Design irrelevant sind. Man muss also eine ganz neue Geometrie entwerfen,die sih mit dem CAD-Modell dekt und dieses noh erweitert. F�ur diesen Vorgangwerden entsprehende Hilfsmittel ben�otigt.Eine Elektrodengeometrie besteht aus einer gro�en Textdatei, in der zeilenweisedie Elektroden de�niert sind. Ein Beispiel �ndet sih in Abbildung 5.1. Solh eineDatei l�asst sih f�ur einfahe Geometrien von Hand erstellen, doh bei komplizier-ten Geometrien wird dies unpraktikabel. Man m�usste die Position und Lage jedereinzelnen Elektrode bestimmen. Wenn man danah grundlegende Parameter, wieden Abstand zwishen zwei Modulen der Drahtelektrode, variieren m�ohte, mussman jede Elektrode neu platzieren. Detailgetreue Simulationen sind auf diese Weisepraktish unm�oglih. Daher wird ein Werkzeug ben�otigt, das vershiedene Parame-ter einliest und basierend darauf eine Geometrie generiert. Au�erdem ben�otigt maneine Visualisierung der Elektroden zu Kontrollzweken. Dies ist besonders wihtig,weil die Simulationsrehnungen sehr zeitaufw�andig sind und eine vorherige Kontrollesehr viel Zeit sparen kann. 25



5 Hilfsmittel zum Geometriedesign-.13300000E+02 .10000000E+00 -.11767000E+02 .10000000E+00 .00000000E+00 15-.11767000E+02 .10000000E+00 -.11555000E+02 .12430000E+00 .00000000E+00 3-.11555000E+02 .12430000E+00 -.11439000E+02 .16200000E+00 .00000000E+00 3-.11439000E+02 .16200000E+00 -.11396524E+02 .18536163E+00 .00000000E+00 3-.11379000E+02 .19500000E+00 -.11378159E+02 .18739271E+00 .00000000E+00 1-.11378159E+02 .18739271E+00 -.11382943E+02 .18141865E+00 .00000000E+00 1-.11382943E+02 .18141865E+00 -.11390550E+02 .18057735E+00 .00000000E+00 1-.11390550E+02 .18057735E+00 -.11396524E+02 .18536163E+00 .00000000E+00 1-.11396524E+02 .18536163E+00 -.11397366E+02 .19296891E+00 .00000000E+00 1-.11397366E+02 .19296891E+00 -.11392581E+02 .19894297E+00 .00000000E+00 1-.11392581E+02 .19894297E+00 -.11384974E+02 .19978427E+00 .00000000E+00 1-.11384974E+02 .19978427E+00 -.11379000E+02 .19500000E+00 .00000000E+00 1-.11157089E+02 .49006613E+00 -.11155103E+02 .48679508E+00 -.18450000E+05 1-.11155103E+02 .48679508E+00 -.11156012E+02 .48307766E+00 -.18450000E+05 1-.11156012E+02 .48307766E+00 -.11159283E+02 .48109147E+00 -.18450000E+05 1-.11159283E+02 .48109147E+00 -.11163000E+02 .48200000E+00 -.18450000E+05 1-.11163000E+02 .48200000E+00 -.11164986E+02 .48527104E+00 -.18450000E+05 1Abbildung 5.1: Auszug aus einer Geometriedatei5.2 Der MainSpe-DesignerDas Generieren der Geometrie �ubernimmt ein selbst entwikeltes Programm namensMainSpe. Es hat die Aufgabe, ausgehend von einem Zahnmodell, der Tankgeome-trie und vielen weiteren Parametern, eine vollst�andige Geometrie zu erstellen. Dazugeh�oren die K�amme, sowohl im Zylinder- als auh in den Konusteilen, Dr�ahte, diezwishen diesen K�ammen angeordnet sind, und eine diskretisierte Tankgeometrie.So soll der Benutzer mit einem Shritt eine fertige Geometriedatei erhalten, diedann ohne weiteres von Eld3 3 verarbeitet werden kann. Mehr Informationen zurSpektrometergeometrie be�nden sih in Kapitel 3.2.Das Programm ist vollst�andig in Python [Pyt℄ geshrieben. Python ist eine ob-jektorientierte Skriptsprahe. Sie gewann in den letzten Jahren an Popularit�at undhat �altere Sprahen wie TCL abgel�ost. Besonders in der Open-Soure-Welt ist siemittlerweile sehr weit verbreitet. Viele Linux-Programme sind heute shon in Py-thon geshrieben. Die Sprahe wird auh bereits von dem am CERN entwikeltenROOT-Framework unterst�utzt. Quelltext, der in Python geshrieben ist, ist in derRegel wesentlih k�urzer als vergleihbare C++-Programme. Nah einer �Anderungim Programm ist kein zeitaufw�andiges Neukompilieren notwendig, weil Python imGegensatz zu C++ eine interpretierte Sprahe ist. Allerdings ist dadurh die Aus-f�uhrungsgeshwindigkeit auh wesentlih geringer. F�ur komplexe Berehnungen istPython daher ungeeignet. Da aber die Generierung von Elektrodengeometrien keinegro�en Rehnungen erfordert und der Zeitfaktor eine untergeordnete Rolle spielt,war Python die optimale Programmiersprahe f�ur MainSpe.26



5.2 Der MainSpe-Designer5.2.1 Programmober�aheMainSpe sollte dem Benutzer die M�oglihkeit bieten die Geometrie durh vie-le Parameter zu variieren, um beispielsweise Toleranzrehnungen zu erm�oglihen.Daher besitzt MainSpe eine gra�she Ober�ahe, �uber die der Benutzer bequems�amtlihe Parameter einstellen kann. Abbildung 5.2.1 zeigt ein Bildshirmfoto desProgramms. F�ur die Ober�ahe werden die GTK-Bibliotheken [GTK℄ �uber derenPyGTK-Bindings [PyG℄ benutzt. Die GTK-Bibliotheken wurden urspr�unglih f�urdas bekannte Gra�k-Programm Gimp entwikelt, sind jedoh mittlerweile zu einerStandardbibliothek unter Linux geworden. So setzt der bekannte Linux-DesktopGNOME auf GTK auf, ebenso wie viele bekannte Programme unter Linux. AlsBeispiel seien Firefox und der RealPlayer genannt. Mittlerweile gibt es auh unterWindows Programme, die GTK benutzen.

Abbildung 5.2: Bildshirmfoto von MainSpeDie eingegeben Parameter lassen sih in einer XML-Datei sihern. So k�onnen Geo-metrien variiert werden, ohne dass alle Parameter erneut eingeben werden m�ussen.27



5 Hilfsmittel zum Geometriedesign5.2.2 ProgrammstrukturDie Entwiklung des elektromagnetishen Designs verl�auft meist niht geradlinig.Oft werden neue Konzepte eingef�uhrt, abge�andert und dann wieder verworfen. DaMainSpe als Hilfsmittel f�ur einen solhen Entwiklungsprozess vorgesehen ist, mussdessen Struktur die notwendige Flexibilit�at aufweisen. Daher wurde es von Anfangan objektorientiert und modular entwikelt. Nur so k�onnen ohne gro�en AufwandProgrammteile hinzugef�ugt oder ersetzt werden. Dies w�are mit einem monolithi-shen Programm nur sehr shwer zu realisieren. Python erweist sih hier als idealeProgrammiersprahe. Sie bietet alle Mehanismen der objektorientierten Program-mierung, und dar�uber hinaus lassen sih Python-Programme sehr einfah modula-risieren.

Ober�ahe

mainwindow.pyrootsim.pyxmlio.pygnuplot.py
MainWindowDialogParser Generierung

builder.py
tooth.pyTooth

Builder

Geometrie

eletrodes.pyRet WireConeGroup
Eletrode

Mathematiklinalg.pyMatrix Vetor
Abbildung 5.3: Module und Klassen von MainSpeMainSpe zerf�allt in vier nahezu unabh�angige Module, wie in Abbildung 5.3 ge-zeigt. Dazu geh�ort zum einen die Ober�ahe, die die gesamte Benutzershnittstellebereitstellt. Zur Ober�ahen geh�oren auh Funktionen zur Darstellung der Geome-trie mit Gnuplot und ROOTsim (siehe dazu Kapitel 5.2.3) und Speihern und Ladender Parameter. Getrennt davon ist die Generierung der Geometrie. Sie bekommtvon der Ober�ahe die Parameter �ubergeben, die der Benutzer eingegeben hat understellt daraus eine Geometrie. Die Klassen f�ur die die mathematishen Operatio-nen werden von einem Mathematik-Modul bereitgestellt. Dieses enth�alt f�ur diesenZwek eine Matrix- und eine Vektorklasse. Die konkrete Behandlung der Elektro-den �ubernimmt das Geometrie-Modul. Es enth�alt mehrere hierarhish angeordneteKlassen, deren gemeinsame Basis die abstrakte Eletrode-Klasse ist. Diese bietet ele-mentare Methoden zur Manipulation von Elektroden, wie Rotieren, Vershieben und28



5.2 Der MainSpe-DesignerSpiegeln. Diese Funktionen werden von den Klassen Cone, Ret und Wire konkretf�ur Konen, Rehteke und Dr�ahte implementiert. Zus�atzlih gibt es noh die KlasseGroup, welhe Elektroden gruppiert und Operationen auf alle Unterelektroden ge-meinsam ausf�uhrt. Sie kann auh eine Gruppe von Elektroden in eine Geometriedateishreiben und wieder einlesen.Da sowohl das Mathematik- als auh das Geometriemodul unabh�angig vom Restdes Programms sind, bieten die beiden Module zusammen eine sehr m�ahtige Ba-sis f�ur weitere Werkzeuge zur Geometrieerstellung. Allein in Kombination mit demPython-Interpreter kann man mit ihnen in kurzer Zeit reht komplizierte Geome-trien erstellen. Die Module umfassen Routinen zum Lesen und Shreiben f�ur dieGeometrieformate von Eld3 2 und Eld3 3. Dr�ahte k�onnen daher mit nur wenigenZeilen Python-Code von einem Format in das andere konvertiert werden. Da auh dieFunktionen zur Elektrodendiskretisierung in den Modulen enthalten sind, kann manauh die Konen, die es nur bei Eld3 2 gibt, in Rehteke umwandeln. Somit kannman die Geometriekonvertierungen, f�ur die bisher jeweils spezielle C-Programmeexistierten, nun einfah und elegant in Python durhf�uhren. Auf diese Weise kannman beispielsweise vershiedene Konvertierungen durh Skripte automatisieren.5.2.3 ElektrodengenerierungWenn der Benutzer eine Geometrie erstellt, werden die Parameter von der Ober-�ahe an die Builder -Klasse �ubergeben. Im ersten Shritt werden dann die Geo-metrien f�ur den Spektrometertank eingelesen. Daraus wird die genaue Form desHauptspektrometers bestimmt. Dabei werden die L�ange der einzelnen Spektrome-tersektionen und die genauen Konuswinkel berehnet. Diese sind notwendig, weil dieDr�ahte der Drahtelektrode genau parallel in einem de�nierten Abstand zur Tank-wand verlaufen sollen. Dieser Abstand ist bereits als 22 m f�ur die innere und 15 mf�ur die �au�ere Drahtlage fest de�niert. Dennoh l�asst er sih als Parameter vomBenutzer ver�andern. So kann der Benutzer ihn variieren und seinen Einuss in To-leranzrehnungen untersuhen. �Ahnlihes gilt f�ur viele weitere Benutzerparameter.Sie sind bereits auf KATRIN-Vorgabe eingestellt und sollten nur ver�andert werdenum Toleranzen abzush�atzen.Aus der Tankgeometrie werden die Positionen der K�amme und Dr�ahte berehnet.Eine Hilfsklasse Tooth erstellt nun an diesen Positionen aus den KammparameternGruppen von Elektroden, die die K�amme darstellen. Sie liefert auh die korrektenStart- und Endpunkte f�ur die Dr�ahte, die nun erzeugt werden. Auf diese Weisewird die Drahtelektrode f�ur die Zylindersektion und den ersten Konus erstellt. ImZylinder werden bei Bedarf noh Korrekturelektroden an die K�amme angef�ugt. Diesewerden f�ur die Homogenit�at des Potentials ben�otigt, dazu sei auf [Val04℄ und [Hug08℄verwiesen. F�ur den zweiten Konus und den Vollkonus wurde das Design abgewandelt.Statt eines Kammes gibt es hier zwei Reifen, die eine Drahtlage tragen, die zweiteDrahtlage entf�allt. Dies wird auh von MainSpe ber�uksihtigt. Daf�ur wird dieHilfsklasse Ring verwendet. Mit ihr werden zuerst die Reifen an den berehnetenPositionen erstellt, danah wird die Drahtlage daran angepasst. 29



5 Hilfsmittel zum GeometriedesignWenn alle Teile der Geometrie erstellt sind, werden sie in einer gro�en Grup-pe zusammengef�ugt. Die Tankgeometrie, die zu Beginn eingelesen wurde, wird inRehteke diskretisiert und ebenfalls hinzugef�ugt. Die langen Dr�ahte in der Geome-trie werden, falls der Benutzer das w�unsht, vorher noh in kleine Drahtelementediskretisiert. Die resultierende Elektrodengruppe wird in eine Geometriedatei imEld3 3 -Format geshrieben. Diese Datei ist jetzt bereit f�ur den Gebrauh durhden Benutzer.5.3 VisualisierungWill der Benutzer nun die erstellte Geometrie �uberpr�ufen, ben�otigt man ein Pro-gramm um diese sihtbar zu mahen. Dabei reiht eine einfahe zweidimensionaleDarstellung niht aus. Viele Details k�onnte man damit niht erkennen. ROOTsimgeht hier einen Shritt weiter. Es kann jedes Geometrieformat, das von den EMD-Programmen verwendet wird, einlesen und dreidimensional darstellen. So l�asst sihauh die komplette KATRIN-Geometrie darstellen und detailliert betrahten. DerBenutzer kann sie im Ganzen analysieren, aber auh in kleine Details hereinzoomenund die ganze Struktur rotieren. Abbildung 5.4 zeigt das Programm. ROOTsimbasiert auf einer Arbeit von Matthias Prall und Kathrin Valerius. Es ist in C++geshrieben und verwendet den von ROOT bereitgestellten OpenGL-Viewer, der be-reits alle 3D-Funktionen enth�alt. Das Einlesen der Geometrien geshieht �uber eineKlassenhierarhie, die die Elektroden und Magnete auf ROOTs Geometry-Klassenabbildet.ROOTsim ist ein wihtiges und zuverl�assiges Werkzeug zur Kontrolle von Geo-metrien geworden. Es ist auh bereits in MainSpe integriert. So l�asst sih ohneZwishenspeihern eine Geometrie in ROOTsim betrahten. Zus�atzlih kann manalle vorgegebenen Komponenten wie Tank, Flansh oder Z�ahne, kontrollieren.
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5.3 Visualisierung

Abbildung 5.4: Die KATRIN-Geometrie mit Elektroden (rot) und Magnetspulen(blau) in ROOTsim und ROOT Version 5.17.02
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5 Hilfsmittel zum Geometriedesign
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6 Eine verbesserte Boundary ElementMethodeIn diesem Kapitel wird eine selbstentwikelte Alternative zu den bisherigen Pro-grammen zur elektrishen Feldberehnung vorgestellt. Insbesondere soll es mit demneuen Programm m�oglih sein, wesentlih mehr Ober�ahenelemente als bisher zuverarbeiten. Dies w�urde wesentlih genauere Simulationen erlauben, sowohl bei derBahnverfolgung als auh bei elektrostatishen Detailrehnungen. Zuerst wird auf diemathematishen Grundlagen eingegangen, die dem Algorithmus zugrunde liegen. Esfolgt eine Beshreibung der einzelnen Aspekte des Programms.6.1 ZielsetzungDie momentan f�ur das elektromagnetishe Design eingesetzten Programme wur-den speziell f�ur diese Aufgabe entwikelt. Daher sind sie in Pr�azision und Flexibi-lit�at kommerziellen Produkten f�ur den Einsatz beim KATRIN-Experiment deutlih�uberlegen. Jedoh bringt das verwendete Verfahren der Boundary Element Methode(BEM) eine gro�e Einshr�ankung mit sih, denn der Speiherbedarf ist proportio-nal zum Quadrat der Anzahl der Ober�ahenelemente und die Rehenzeit sogar zuihrer dritten Potenz. Das maht das Verfahren bei einer gro�en Elementanzahl sehrzeitaufw�andig und begrenzt die Anzahl der unabh�angigen Elemente auf ungef�ahr10000 auf gew�ohnlihen Arbeitsplatzrehnern mit etwa 1GB Arbeitsspeiher, fallsman keine Spiegel- oder Rotationssymmetrie der Geometrie ausnutzen kann.Die Zielsetzung f�ur das neue Programm ist nun die Umgehung dieser Einshr�an-kung. Zum einen muss ein Weg gefunden werden, die Anzahl der Elemente zuerh�ohen, denn f�ur vollst�andige Simulationen des KATRIN-Aufbaus mit dem erfor-derlihen Grad an Detailgenauigkeit sind wesentlih mehr als 10000 unabh�angigeElemente n�otig. Daher sind mit den existierenden Programmen diese Rehnungenniht m�oglih. Das andere wihtige Ziel bei der Entwiklung ist eine drastishe Redu-zierung der ben�otigten Rehenzeit. Diese erweist sih bereits jetzt als gro�es Hinder-nis. Denn nun k�onnen Hauptspektrometer-Geometrien mit diskretisierten K�ammenund Dr�ahten erstellt werden, wodurh die Anzahl der Element deutlih gestiegen istund somit auh die ben�otigte Rehenzeit. Da aber vershiedene Geometriekonzeptegetestet und optimiert werden m�ussen, bremst dies die Entwiklung des elektroma-gnetishen Designs emp�ndlih.Gleihzeitig soll aber die Kompatibilit�at zu den alten Programmen erhalten blei-ben. Dabei muss es m�oglih sein, die alten Elektrodengeometrien mit dem neu-en Programm zu berehnen. Nur so lassen sih realistishe Vergleihsrehnungen33



6 Eine verbesserte Boundary Element Methodedurhf�uhren. Au�erdem muss sih das neue Programm in die existierende Umge-bung der EMD-Programme einf�ugen. Idealerweise k�onnte man es mit minimalenAnpassungen direkt in der bestehenden Bahnverfolgung einsetzen. Dies l�asst sih ameinfahsten durh eine Programmierung in C realisieren, denn in dieser Sprahe sindbereits alle anderen Programme geshrieben und sie bringt der Vorteil der sehr gutenPortabilit�at mit sih. Auh wenn in M�unster praktish nur Linux-Rehner verwendetwerden, muss das Programm auh auf Windows- und Ma-Systemen lau��ahig sein,denn diese kommen ebenfalls in der KATRIN-Kollaboration zum Einsatz.Ein weiterer wihtiger Punkt bei der Planung betri�t die Struktur des neuen Pro-gramms. Die momentan existierenden Programme basieren noh auf alten Fortran-Programmen und nutzen kaum moderne Konzepte der C-Programmiersprahe. Siewurden mit der Zeit st�ukweise weiterentwikelt, was sih negativ auf die �Ubersiht-lihkeit ausgewirkt hat. Durh diese Entwiklung ist der Code auh sehr unexibel.Aus diesem Grund sollte ein neues Programm von Grund auf neu entwikelt werdenund niht eine Erweiterung von existierenden Programmen darstellen.6.2 Mathematishe Grundlagen6.2.1 Boundary Element MethodDie Boundary Element Method (BEM) ist ein numerishes Verfahren zur Bereh-nung von elektrishen Potentialen. Sie benutzt die Tatsahe, dass bei der Feldbe-rehnung die Elektrode durh eine geladene Ober�ahe ersetzt werden kann. Beider BEM wird nun diese Ober�ahenladung approximiert, indem man die gesam-te Leiterober�ahe in kleine Elemente zerlegt und auf diesen jeweils eine konstanteLadungsdihte annimmt. Da die Ladungsdihte eine stetige Funktion ist, ist dieserAnsatz erlaubt und kann die reale Ladungsdihte beliebig genau approximieren.Wendet man nun dieses Verfahren auf eine Elektrodenkon�guration an, kannman aus den vorgegeben elektrishen Potentialen die Elementladungsdihten be-stimmen. Dazu diskretisiert man die Ober�ahe jeder Elektrode in kleine Elemente.Diese Ober�ahenelemente liegen auf dem gleihen Potential wie die gesamte Elek-trode, denn Leiterober�ahen sind �Aquipotential�ahen. Da jetzt die geometrisheAnordnung der Elemente untereinander sowie die elektrishen Potentiale an derenMittelpunkten bekannt sind, kann man mit dieser Information ein lineares Glei-hungssystem konstruieren. Dazu bestimmt man paarweise die Beitr�age der Weh-selwirkungen zwishen den Elementen. So ist �ij der Potentialbeitrag, der durh dasOber�ahenelement j im Zentrum des Elements i erzeugt wird�ij = �j 14�"0 Z d2rj 1j~ri � ~rj j : (6.1)Integriert wird �uber das gesamte Element j. �j ist die Ladungsdihte auf diesemElement, da sie als konstant angenommen ist, kann man sie aus dem Integral her-ausziehen und das Integral h�angt nur noh von der Geometrie der beiden Ober-34



6.2 Mathematishe Grundlagen�ahenelemente ab. Man kann den Ausdruk also vereinfahen zu�ij = �jkij : (6.2)Addieren wir nun die Potentialbeitr�age von allen Elementen auf, so erhalten wir dasPotential Ui im Zentrum des Elementes i:Ui = NXj=1 �ij = NXj=1 �jkij : (6.3)Dies entspriht einem linearen GleihungssystemK~� = ~U: (6.4)Die Matrix K erh�alt man aus der Geometrie, den Vektor ~U aus den Potentialen.Durh L�osen dieses Systems erh�alt man den Vektor ~� mit den Ladungsdihten aufden Ober�ahenelementen. Die Berehnung beinhaltet allerdings die N�aherung, dassdie Potentialbeitr�age nur im Zentrum eines Elements aufaddiert werden. Dies ist aberkein gro�er Fehler, solange die Elemente klein genug sind.Man ist aber normalerweise niht an den Ladungsdihten interessiert, sondernan elektrishen Potentialen und Feldern, welhe sih daraus berehnen lassen. Dazusummiert man �uber alle Ober�ahenladungsdihtenU(~r) = 14�"0 NXi=1 �i Z d2ri 1j~r � ~rij : (6.5)Das elektrishe Feld f�ur jeden beliebigen Punkt kann man nun durh numerishesDi�erenzieren des Potentials berehnen.Die BEM eignet sih besonders gut f�ur Probleme, bei denen ein gro�es Volu-men betrahtet werden muss, das aber viele kleine Strukturen enth�alt. Dabei ist sieder Methode der �niten Di�erenzen (FDM) und der Methode der �niten Elemente(FEM), bei denen das gesamte Volumen diskretisiert wird, weit �uberlegen. Sowohlmit FDM und FEM kann man bei gro�en Volumina kleine Strukturen nur nohmit komplexen adaptiven Gittermethoden au�osen. Auf der anderen Seite st�o�t dieBEM auh an ihre Grenzen, wenn man extrem detaillierte Ober�ahen betrahtetund die Anzahl der Ober�ahenelemente gro� wird.Das Verfahren der BEM wurde bereits 1963 entwikelt [Cru63℄. Sie wurde bereitssehr erfolgreih bei der Berehnung elektrostatisher Linsen eingesetzt. In heuti-ger Zeit wird sie auh zur Untersuhung von Proteinmolek�ulen verwendet. Dabeibetrahtet man das Molek�ul als geshlossenes Volumen in einem dielektrishen Me-dium. Dazu muss man die Methode etwas erweitern, weil nun geladene Atome imVolumen sind. Aber die BEM ist auh hier sehr erfolgreih und man versuht durhelektrostatishe Berehnungen die �au�erst komplexe Proteinfaltung zu verstehen.F�ur KATRIN ist die BEM die rihtige Methode, weil man hier ein sehr gro�esVolumen wie den Spektrometertank und sehr kleine Strukturen wie die Drahtelek-trode zu implementieren hat. Der Tank hat eine L�ange von 24m, ein einzelner Zahn35



6 Eine verbesserte Boundary Element Methodeeine L�ange von 7 m und die Dr�ahte haben einen Durhmesser von nur 0,2mm.Das Anwenden der Methode der �niten Di�erenzen auf so ein gro�es Volumen mitder ben�otigten Au�osung ist praktish unm�oglih, denn die ben�otigte Anzahl anSpeiherzellen w�are in der Gr�o�enordnung 1015.6.2.2 Multipol-EntwiklungDie Berehnung des von einer beliebigen Raumladungsdihte %(~r) erzeugten Poten-tials '(~r) am Punkt ~r erfolgt durh Berehnung des Coulomb-Integrals'(~r) = 14�"0 Z d3r0 %(~r 0)j~r � ~r 0j : (6.6)Bei komplizierten Ladungsverteilungen kann die Berehnung sehr shwierig wer-den, da dann das Integral nur noh numerish gel�ost werden kann. Oft ben�otigt mangar niht das exakte Potential, besonders f�ur den Fall r � r0. In diesem Fall kannman die Multipol-Entwiklung der Ladungsverteilung betrahten. Dazu entwikeltman den Ausdruk j~r � ~r 0j�1 in eine Taylorreihe1j~r � ~r 0j = 1Xn=0 (�~r 0 � ~r)nn! 1r : (6.7)Dabei ist r := j~rj und im folgenden auh analog r0 := j~r 0j.Setzen wir nun (6.7) in (6.6) ein, erhalten wir die Multipol-Entwiklung'(~r) = 14�"0 1Xn=0'n(~r) = 14�"0 Z d3r0 1Xn=0 (�~r 0 � ~r)nn! %(~r 0)r : (6.8)Betrahten wir nun die ersten Terme dieser Entwiklung:Monopol-Term '0(~r) = Z d3r0%(~r 0)r = qr (6.9)Er enth�alt das Monopol-Moment q der Ladungsverteilungq = Z d3r0%(~r 0): (6.10)Es entspriht der Gesamtladung auf dem Ober�ahenelement.Dipol-Term '1(~r) = Z d3r0%(~r 0)(�~r 0) � r1r = Z d3r0%(~r 0)~r 0 � ~rr3 = ~d � ~rr3 (6.11)Dabei ist ~d das Dipol-Moment der Ladungsverteilung~d = Z d3r0%(~r 0)~r 0: (6.12)36



6.3 Erweiterung der Boundary Element MethodeQuadrupol-Term'2(~r) = Z d3r0%(~r 0)(�~r 0 � r)22 1r = Z d3r0%(~r 0)3(~r 0 � ~r)2 � r02r22r5 = ~r � Q̂ � ~r2r5 (6.13)Q̂ ist ein Tensor 2. Stufe und wird als Quadrupoltensor bezeihnet. Er ist symme-trish und spurfrei, d. h. Q11 +Q22 +Q33 = 0. Daher sind von den 9 Komponentennur 5 unabh�angig. Qij = Z d3r0%(~r 0)(3r0ir0j � r02Æij) (6.14)Insgesamt erh�alt man f�ur die ersten drei Ordnungen:'(~r) = 14�"0  qr + ~d � ~rr3 + ~r � Q̂ � ~rr5 ! (6.15)Diese N�aherung ist bereits f�ur die meisten Anwendungen ausreihend.Im Allgemeinen sind die Multipolmomente einer Ladungsverteilung abh�angig vomUrsprung des Koordinatensystems. Eine Ausnahme bildet aber die erste niht-ver-shwindene Ordnung, sie ist stets ursprungsunabh�angig. F�ur eine ausf�uhrlihe Dis-kussion dieses Zusammenhangs sei auf [Ja99℄ verwiesen.6.3 Erweiterung der Boundary Element MethodeDie BEM ist die optimale Methode zur Berehnung der elektrishen Felder beiKATRIN. Dennoh ist sie aufgrund der oben genannten Einshr�ankung der Ele-mentanzahl niht ausreihend f�ur fortgeshrittene Berehnungen. Sie muss in einerForm erweitert werden, die ihre Vorteile beibeh�alt, aber gleihzeitig eine h�ohere An-zahl an Ober�ahenelementen erlaubt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Ansatzentwikelt, der die Ober�ahenelemente gruppiert und dann mit Multipolen appro-ximiert. Diese Art der Erweiterung wurde erstmals in [GR87℄ beshrieben.Der zentrale Gedanke bei diesem Konzept ist der, dass man die elektrostatisheWehselwirkung von zwei Ladungsdihten, die sehr weit von einander entfernt sind,niht exakt kennen muss. Ihr Beitrag ist klein im Vergleih zur Wehselwirkungzwishen zwei Ladungsdihten mit wesentlih geringerem Abstand zueinander. Dahergen�ugt es, wenn sie nur �uber eine N�aherung in die Berehnung miteinie�t.F�ur diese N�aherung brauht man zuerst eine De�nition der Begri�e "nah\ und"fern\. Dies geshieht mit einem dreidimensionalen Raumgitter. Man teilt das ge-samte Volumen, welhes die Elektrodengeometrie einnimmt, in kleine Untervoluminaauf. Deren Form ist in erster Linie irrelevant. Es muss nur m�oglih sein, ein Elementeindeutig einem der Volumina zuzuordnen. Dieses Raumgitter wird auh Boxsystemgenannt und die Untervolumina sind die Boxen. Man kann nun dieses System be-nutzen, um die Elemente in nah und fern zu unterteilen. Dazu betrahtet man f�urjedes Paar von Elementen einzeln die Entfernung zwishen den Mittelpunkten ihrerjeweiligen Boxen. Ist dieser gr�o�er als ein vorgegebener Shwellwert, werden diese37



6 Eine verbesserte Boundary Element MethodeElemente als fern zueinander de�niert. Anderfalls gelten sie als nah. Diese Unter-teilung ie�t in die Berehnung des linearen Gleihungssystems (6.4) ein. Hier wirddie Matrix K aufgeteilt: K = Kn +Kf (6.16)Kn enth�alt die Coulomb-Wehselwirkung zwishen nahen Elektrodenpaaren undKfdie zwishen fernen Elektronen. Setzt man nun (6.16) in das Gleihungssystem (6.4)ein, erh�alt man Kn~� = ~U �Kf~�: (6.17)Dieses neue Gleihungssystem hat den Vorteil, dass die Matrix nun sehr viele Nul-len enth�alt. Jede Wehselwirkung ist 0, die niht nah ist. Wenn man die Matrixintelligent speihert, belegen die Betr�age dieser Wehselwirkungen auh keinen Ar-beitsspeiher mehr. Dadurh ist der Speiherverbrauh niht mehr proportional zumQuadrat der Elementanzahl, sondern proportional zu dem Produkt von Elementan-zahl und der Anzahl der nahen Elemente.Bei dieser Aufteilung entsteht jedoh das Problem, dass die rehte Seite des Glei-hungssystems nun von den Ladungsdihten ~� abh�angt. Daher l�asst es sih nihtmehr exakt l�osen. Es muss ein neues numerishes Verfahren zu dessen L�osung gefun-den werden. Statt der bisher verwendeten Gau�-Elimination, muss nun eine iterativeMethode eingesetzt werden. Dies verbessert auh die Rehengeshwindigkeit deut-lih, denn f�ur gro�e Gleihungssysteme sind iterative Ans�atze in den meisten F�allenbesser geeignet. Zwar bringen sie immer einen zus�atzlihen Fehler in die Berehnungherein, aber auh ein niht-iteratives Verfahren ist nur "exakt\ im Rahmen der nume-rishen Genauigkeit. Jede Flie�kommaoperation am Computer enth�alt einen kleinenRundungsfehler, daher gibt es keine wirklih exakte Methode ein Gleihungssystemnumerish zu l�osen.Leider l�asst sih aufgrund der komplexeren Abh�angigkeit von ~� in diesem Fallkeines der bekannten iterativen Verfahren ohne Modi�kation anwenden. Zuvor muss~� aus der rehten Seite von (6.17) eliminiert werden. Daf�ur setzt man die Ladungs-dihten auf geeignete Startwerte. Mit diesen Ladungsdihten wird die rehte Seiteapproximiert: ~X = ~U �Kf~�: (6.18)Die Approximation erfolgt �uber eine Multipolentwiklung. Man n�ahert das Poten-tial, das alle Elemente einer Box induzieren, durh eine Multipolreihe. Diese erh�altman, indem man den Mittelpunkt der Box in den Ursprung vershiebt und anshlie-�end die Multipolmomente 'j aus (6.15) der enthaltenen Elemente aufaddiert. F�urdas von der Box A induzierte Potential �A gilt somit:�A(~r) =Xj2A'j(~r): (6.19)Da die Matrix Kf nur die fernen Wehselwirkungen enth�alt, kann man damit eineFormel zur Berehnung von ~X angeben:Xi = Ui � XA2Fi �A(~ri): (6.20)38



6.4 Implementierung des neuen ProgrammesFi ist die Menge aller Boxen, die zum i-ten Element als "fern\ de�niert sind und ~rider Mittelpunkt des i-ten Elements.Mit dieser N�aherung erh�alt man eine neues Gleihungssystem, das es gilt iterativzu l�osen. Es l�asst sih shreiben als Kn~� = ~X: (6.21)Der Vektor ~X wird nun f�ur eine gewisse Anzahl an Iterationsshritten als Konstantebetrahtet. Dadurh erh�alt man einen neuen Satz von Ladungsdihten ~�, mit de-nen danah ~X neu berehnet wird. Dies wiederholt man, bis die Ladungsdihtenkonvergieren.6.4 Implementierung des neuen ProgrammesBasierend auf den oben genannten Vorgaben wurde ein Programm mit dem NamenEld4 entwikelt. Es ist in C geshrieben und benutzt nur Sprahkomponenten, dieTeil des ANSI-Standards sind. So ist es m�oglih maximale Portabilit�at zu erzie-len. Das Programm besteht aus einer Bibliothek, die den Programmkern mit allenFunktionen zur Feldberehnung enth�alt, sowie den Hilfsprogrammen elmain4 undelhek4. Diese greifen auf die Bibliotheksfunktionen zu und erlauben die Bereh-nung der Ladungsdihten bzw. der elektrishen Potentiale. Mehr Informationen zuden beiden Programmen be�nden sih im Anhang B.1. Der Benutzer kann entwederdiese Programme verwenden oder er greift direkt auf die Bibliothek zu. Zus�atzlihgibt es noh das Konvertierungsskript onvert.py. Es ist in Python geshrieben unddient zur Konvertierung von alten Geometriedateien. Es kann eine beliebige Anzahlan Eld3 2 - und Eld3 3 -Dateien in das neue, von Eld4 verwendete EDF-Formatkonvertieren.Bei der Entwiklung von Eld4 wurde Wert auf eine objektorientierte Strukturgelegt, auh wenn die Programmiersprahe C an sih niht objektorientiert ist. Da-durh ist der Quelltext deutlih �ubersihtliher und leihter zu warten. Au�erdemsoll Eld4 als Ausgangspunkt f�ur weitere Programmentwiklungen dienen und mussdaher leiht erweiterbar sein. Dazu eignet sih eine objektorientierte Struktur ambesten. Ein weiterer Vorteil dieses Designs ist, dass sih so die Eld4 -Bibliothekleiht in eine C++-Klasse einbinden l�asst. Diese kann man dann beispielsweise mitROOT und GEANT4 verwenden. Diese Einbindung war in der Vergangenheit mitden alten Programmen oft sehr shwierig.Der Quelltext von Eld4 ist in mehrere logishe Module gegliedert. Ein Modulbesteht aus einer Quelldatei und einer zugeh�origen Headerdatei. In der Quelldateisind die Funktionen implementiert und sie hat die Dateiendung .. In der Header-datei be�nden sih De�nitionen der von diesem Modul bereitgestellten Funktionen.Sie werden von anderen Modulen eingebunden, die auf diese zugreifen. Die Header-dateien erkennt man an der Dateiendung .h. Sie sind auh im Anhang C zu �nden.39



6 Eine verbesserte Boundary Element MethodeZentrale FunktionenIm zentralen Modul eld4. wird der Variablentyp Eld de�niert. Ein Objekt diesesTyps enth�alt alle Informationen zur Ladungsberehung und der geladenen Elek-trodengeometrie. Theoretish k�onnte man auh mehrere Objekte erzeugen und sovershiedene Geometrien gleihzeitig berehnen. Die Objekte sind als C-Strut im-plementiert, dessen Felder sind privat und sollten nur durh Bibliotheksfunktionenselbst manipuliert werden. Dazu steht dem Anwender ein Satz von Funktionen zurVerf�ugung, mit denen er auf die komplette Eld4-Bibliothek zugreifen kann.Ein Eld-Objekt wird erzeugt und initialisiert durh die FunktionEld* eld_new(int nr, int nphi, int nz)Die Parameter beeinussen die Form des bei der Berehnung verwendeten Boxsys-tems. Ihre genaue Bedeutung wird auf Seite 48 erkl�art.Das so erstellte Objekt enth�alt eine noh leere Geometrie. Daher m�ussen nun dieDaten zu den Elektroden eingelesen werden. Dies geshieht mit der Funktionvoid eld_read_edf(Eld* eld, onst har* filename).Der Parameter �lename ist der Name der einzulesenen Geometriedatei. Konnte dieGeometrie mit den Daten aus dieser Datei erfolgreih angelegt werden, kann manmit der Funktionvoid eld_iteration_start(Eld* eld)die iterative Berehnung der Ladungsdihten vorbereiten. Jetzt ist das Eld-Objektbereit f�ur die eigentlihe Ladungsdihtenberehnung. Diese erfolgt nun shrittweisemit der Funktiondouble eld_iteration_step(Eld* eld).Jeder Aufruf dieser Funktion f�uhrt eine Iteration aus. Das hei�t, der Approximati-onsvektor ~X wird neu berehnet und das iterative L�osungsverfahren wird mehrmalsauf das Gleihungssystem angewendet. Danah wird die mittlere relative �Anderungder Ladungsdihten �� w�ahrend des ganzen Shrittes zur�ukgegeben:�� = NXn=1 �����neun � �altn�altn ���� (6.22)Man kann nun die Funktion solange aufrufen, bis �� das Konvergenzkriteriumerf�ullt.Die gesamte Funktionalit�at des eld4.-Moduls wird auh von einer C++-Klassebereitgestellt, die in eld4mm.pp und eld4mm.h de�niert ist. Diese Klasse ruft dieC-Funktionen auf und bietet so einen bequemen Zugri� von C++ aus.Mathematishe FunktionenIm gesamten Programm werden h�au�g Funktionen aus der linearen Algebra ver-wendet. Zur Vereinfahung sind dazu im Modul linalg. vershiedene Funktionen40



6.4 Implementierung des neuen Programmeszur Vektor- und Matrixrehnung de�niert. Sie betrahten einen Vektor als statishesArray von 3 double-Zahlen, eine Matrix wird repr�asentiert durh ein Array aus 9double-Zahlen. So l�asst sih zum Beispiel eine Vektoraddition durhf�uhren:vetor_add(a, b, )Dies entspriht der Gleihung ~a+~b = ~:�Ahnlihe Funktionen existieren auh f�ur andere Operationen. F�ur Details sei auf denzugeh�origen Header linalg.h auf Seite 86 verwiesen.Zu Optimierungszweken existieren auh Funktionen f�ur Rehnungen mit Qua-drupoltensoren. Diese werden niht als gew�ohnlihe Matrix betrahtet, sondern alsArray von 5 double-Werten. Damit wird die Tatsahe ausgenutzt, dass nur 5 der9 Komponenten wirklih unabh�angig sind, weil der Quadrupoltensor symmetrishund spurfrei ist.ElektrodengeometrieDie Behandlung der Elektrodengeometrie erfolgt in den Modulen edf. und eletro-de.. Dazu geh�ort das Einlesen der Geometriedateien, Diskretisierung der Geometrie,Berehnung von Multipolmomenten und Einzelpotentialen und einfahe geometri-she Operationen wie Rotieren, Vershieben und Spiegeln.Das Einlesen der Geometriedateien geshieht im Modul edf.. Der Name leitet sihab von Eletrode De�nition File. Damit wird das Dateiformat bezeihnet, das eigensf�ur Eld4 entworfen wurde. Es enth�alt die De�nitionen von s�amtlihen Elektrodenund sollte die Dateiendung .edf besitzen. Die Dateien liegen im einem ASCII-Formatvor, in dem zeilenweise die Elektroden de�niert sind. Die genaue Form einer Zeileh�angt vom Typ der de�nierten Elektrode ab. Momentan ist das Programm auf dreiElektrodentypen beshr�ankt:Rehtek: Ein Rehtek wird �uber einen Ekpunkt ~p, die Kanteneinheitsvektoren ~n1und ~n2 und die Kantenl�angen a und b de�niert (Abbildung 6.1). Die De�nitionhat folgende Form:1 nrot px py pz n1x n1y n1z n2x n2y n2z a b UDie Zahl 1 gibt den Typ der Elektrodenform an, in diesem Fall "Rehtek\.Der Parameter nrot gibt die Rotationssymmetrie der Elektrode um die z-Ahsean. Es werden insgesamt nrot Elektroden erstellt, die jeweils um einen Winkelvon 2�=nrot rotiert sind. U ist das Potential der Elektrode. Falls ~n1 und ~n2keine orthogonalen Einheitsvektoren sind, wird ein Fehler zur�ukgegeben.Draht: Ein Draht wird �uber seine beiden Endpunkte ~a, ~b und seinen Durhmesserd de�niert (Abbildung 6.2). Die De�nition sieht folgenderma�en aus:2 nrot ax ay az bx by bz d U [s p℄ 41



6 Eine verbesserte Boundary Element Methode
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Abbildung 6.1: Parameter einer Rehtek-ElektrodeZahl 2 gibt wieder den Typ an. Die Parameter nrot und U haben dieselbeBedeutung wie in der De�nition des Rehteks. Die zus�atzlihen Parameter sund p sind optional. Werden sie angegeben, wird der Draht automatish inkleine Drahtelemente diskretisiert. Eine detaillierte Beshreibung des Diskre-tisierungsverfahrens folgt auf Seite 45.PSfrag replaements~a ~b dAbbildung 6.2: Parameter einer Draht-ElektrodeKonus: Eine Konuselektrode, die auf der z-Ahse zentriert ist, kann durh die beidenz-Koordinaten zmin, zmax und die dazugeh�origen Radien rmin, rmax de�niertwerden (Abbildung 6.3). So ergibt sih folgendes Zeilenformat:3 nrot zmin rmin zmax rmax U [s p℄Die Zahl 3 steht nun f�ur den Konus-Typ. Die Diskretisierung ist beim Konusniht optional, weil der Algorithmus nur mit Dr�ahten und Rehteken rehnenkann. Man de�niert zwar eine konusf�ormige Elektrode, aber diese muss vorBeginn der Rehnung automatish in einzelne Rehteke zerlegt werden. Daf�urwird nun auh der Parameter nrot verwendet, welher beim Konus eine neueBedeutung erh�alt. Ein genaue Beshreibung folgt auf Seite 45.Durh das modulare Design k�onnen bei Bedarf noh weitere Elektrodentypen hin-zugef�ugt werden. So w�aren beispielsweise Dreieke denkbar, mit denen man Konus-elemente wesentlih genauer diskretisieren k�onnte.F�ur das Einlesen der Geometriedatei wird das Hilfsmodul edf. verwendet. Darinist die Funktion42



6.4 Implementierung des neuen Programmes
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zrmin rmaxzmin zmax
Abbildung 6.3: Parameter einer Konus-Elektrodelong edf_read(onst har* filename, strut Eletrode*** eletrodes,unsigned short* nrot);enthalten, die die Datei �lename einliest. Sie gibt die Anzahl der gefundenen Elek-troden zur�uk oder -1 im Falle eines Fehlers. Die Elektroden selbst werden in ei-nem Array durh den Zeiger eletrodes zur�ukgegeben. Sie werden durh C-Strutsrepr�asentiert, die den Typ, die Geometrie, das Potential und die Ladungsdihte,welhe zun�ahst mit null initialisiert sind, enthalten. Die von dieser Funktion ge-lieferten Elektroden sind bereits diskretisiert. Das Array enth�alt also nur Draht-und Rehtek-Elektroden, auh wenn in der Geometriedatei Konen existieren. Wei-terhin gibt die Funktion noh die totale Rotationssymmetrie �uber den Zeiger nrotzur�uk. Dies ist der kleinste gemeinsame Teiler der nrot-Parameter der Elektroden.F�ur die Rehnungen wird dann ausshlie�lih diese Symmetrie benutzt. Elektrodenmit h�oherer Symmetrie werden dann passend kopiert und rotiert. Zu diesem Zwekbietet das Modul eletrode. vershiedene Funktionen, die die daf�ur notwendigenOperationen an den Eletrode-Struts durhf�uhren.PotentialberehnungDas elektrishe Potential � einer Elektrodengeometrie ist die Summe der Einzelpo-tentiale der Ober�ahenelemente �n,� =Xn �n: (6.23)Die Einzelpotentiale erhalten wir durh das Fl�ahenintegral �uber das Element�n(~r) = �n Z d2r0 1j~r � ~r 0j : (6.24)F�ur diese Aufgabe existieren im Modul eletrode. mehrere Funktionen. Sie bereh-nen die Potentiale von Draht- und Rehtek-Elektroden. Diese Funktionen sind der43



6 Eine verbesserte Boundary Element Methodeeinzige Teil von Eld4, der { allerdings in stark modi�zierter Form { von Eld3 3�ubernommen wurde. Sie wurden angepasst, so dass sie die Geometrieinformationenaus einem Eletrode-Strut beziehen und dann unter Verwendung der Funktionenaus linalg. das Potential an jedem beliebigen Punkt ~r bestimmen k�onnen.MultipolberehnungZus�atzlih m�ussen f�ur alle Elektrodentypen Funktionen zur Berehnung der Mul-tipolmomente implementiert werden. Dazu muss man die Multipolberehnung ausKapitel 6.2.2 durhf�uhren. Dabei wird �uber die einzelnen Ober�ahenelemente inte-griert. Die folgenden Formeln geben die Multipolmomente bez�uglih des Koordina-tenursprungs an. Einen anderen Referenzpunkt ~ erh�alt man durh eine geeigneteKoordinatentransformation, z. B. im Rehtek-Fall ~p! ~p� ~.F�uhrt man die Integration f�ur rehtekige Elektroden aus, erh�alt man die folgen-den Gleihungen.Monopol: q = Z d3r0%(~r 0) = %ab (6.25)Mit % ist die Ladungsdihte gemeint, die auf dem ganzen Element als konstantangenommen ist, a und b sind die Seitenl�angen des Rehteks.Dipol: ~d = Z d3r0%(~r 0)~r 0 = q�~p+ a2~n1 + b2~n2� (6.26)Quadrupol: Qij = 3ab%�pipj + 12a(pin1j + pjn1i) + 12b(pin2j + pjn2i)+ 14ab(n1in2j + n1jn2i) + 13a2n1in1j + 13b2n2in2j�� �p2 + a~p � ~n1 + b~p � ~n2 + 13 �a2 + b2��Æij (6.27)Æij ist das Kroneker-Symbol. Die �ubrige Notation ist identish zu der obenverwendeten.Bei drahtf�ormigen Elektroden erh�alt man folgende Multipolmomente:Monopol: q = 2�dl (6.28)Dipol: ~d = 12q �~a+~b� (6.29)Quadrupol: Qij = 14q��6pipj + 3(pilj + pjli) + 2lilj��2�p2 + ~p �~l + 13 l2 + 14d2�Æij + 34d2Aij� (6.30)
44



6.4 Implementierung des neuen ProgrammesDabei wurden die folgenden Abk�urzungen benutzt:~l = ~b� ~a (6.31)A11 = os2 ' os2 #+ sin2 ' (6.32)A22 = sin2 ' os2 #+ os2 ' (6.33)A33 = sin2 # (6.34)A12 = A21 = sin' os' sin2 # (6.35)A13 = A31 = � os' os # sin# (6.36)A23 = A32 = � sin' os # sin# (6.37)(l; #; ') ist die Darstellung von~l in sph�arishen Koordinaten. Die vollst�andigen Reh-nungen zu den Multipolentwiklungen be�nden sih im Anhang A.1.Im Modul eletrode. sind Funktionen f�ur diese Berehnung implementiert.ElektrodendiskretisierungBei der BEM wird auf einem Ober�ahenelement jeweils eine konstante Ladungs-dihte angenommen. Bei stark uktuierenden Ladungsdihten wird die Methodedaher ungenau. Um das zu vermeiden, muss man die Ober�ahenelemente so kleinw�ahlen, dass die Abweihung vernahl�assigbar ist. Das ist gerade bei Draht- undKonus-Elektroden wihtig, denn hier variieren die Ladungsdihten an den Endender Elektrode sehr stark. Man ben�otigt daher einen Algorithmus, der einen Draht inkleinere Drahtelemente diskretisiert, die zu den Enden hin k�urzer werden. Bei Ko-nen kommt noh ershwerend dazu, dass das Programm eigentlih niht mit Konenrehnen kann und diese daher durh kleine Rehteke approximiert werden m�ussen.Der verwendete Diskretisierungsalgorithmus stammt von Feren Gl�uk. Er warurspr�unglih f�ur Eld3 3 in den zwei Zusatzprogrammen input1 und input2 imple-mentiert. Diese lesen eine Eld3 2 -Geometriedatei, die Konen bzw. Dr�ahte diskre-tisiert und die Geometrie im Eld3 3 -Format wieder ausgeben. Bei Eld4 ist dieserAlgorithmus direkt integriert. So geshieht die Diskretisierung automatish beimEinlesen der Geometrie. Das hat zwei entsheidene Vorteile, n�amlih:� Bei einer �Anderung an der Geometrie entf�allt der zus�atzlihe Aufruf des Dis-kretisierungsprogramms. Gerade dies hat sih in der Praxis als h�au�ge Feh-lerquelle herausgestellt, da zwar die Originalgeometrie aktualisiert, aber nohmit der alten diskretisierten Version gerehnet wurde.� Die Geometriedateien werden kleiner. Je nah Diskretisierung kann sih dieDateigr�o�e bis zum einem Faktor 100 oder mehr vergr�o�ern. Neben der Spei-herplatzersparnis bringt dies auh erheblih mehr �Ubersiht. Eine diskretisier-te Geometrie kann nur noh sehr shwer kontrolliert oder visualisiert werden.Man k�onnte argumentieren, dass die Verwendung von bereits diskretisierten Geome-trien sp�ater eine Zeitersparnis bringen wird. Allerdings ist die Zeit, die zur Diskre-tisierung ben�otigt proportional zur Anzahl der der Elemente N , aber die gesamte45



6 Eine verbesserte Boundary Element MethodeRehenzeit proportional zu mehr als N2. Daher k�onnen wir die Diskretisierungszeitgew�ohnlih vernahl�assigen.Der bei der Elektrodendiskretisierung verwendete Algorithmus wurde bei der Ent-wiklung von Eld4 prinzipiell niht modi�ziert. Er wurde lediglih von Grund aufneu implementiert und dabei an die modernisierte Programmstruktur angepasst.Vergleihstests haben aber gezeigt, dass die Resultate in beiden F�allen identishsind.Das Diskretisierungsverfahren geshieht in mehreren Shritten. Die ersten sind beiDr�ahten und Konen analog. Das Intervall [0; 1℄ wird zuerst in kleine Subintervallezerlegt. Dabei werden die Parameter sale (s) und power (p) verwendet, s ist dieAnzahl der Subintervalle und p bestimmt das Verhalten an den Enden der Elektrode.Bei p = 1 sind alle Subintervalle gleih gro�, falls p > 1 sind die Randintervallekleiner und bei p < 1 werden die Intervalle gr�o�er. Gew�ohnlih w�ahlt man p = 2.Das ist auh die Vorgabe, falls p in der Geometriede�nition weggelassen wird. DieImplementierung dazu �ndet sih im Modul edf. in der Funktiondouble* disretise_interval(int num, double power).num entspriht hier s. Die Funktion gibt einen Zeiger auf ein neu angelegtes Ar-ray zur�uk, das sp�ater mit free() wieder freigegeben werden muss. In diesem Arraybe�nden sih die L�angen der einzelnen Subintervalle di.Nun werden die Subintervalle benutzt um Dr�ahte bzw. Konen aufzuteilen. DieL�ange der neuen Teilst�uke ist dabei die L�ange des Subintervalls multipliziert mitder urspr�unglihen L�ange der niht-diskretisierten Elektrode. Sind dj die L�angen derSubintervalle, dann gilt f�ur die Endpunkte ~ai und ~bi der kleinen Drahtelemente~ai = ~a+~b i�1Xj=1 dj ~bi = ~a+~b iXj=1 dj : (6.38)Die so neu entstandenen Elektroden sind mit demselben Potential belegt wie diePSfrag replaements sale DrahtelementeEndelemente k�urzer ! power > 1Abbildung 6.4: Diskretisierung einer Draht-ElektrodeUrsprungselektrode und besitzen auh dieselbe Rotationssymmetrie um die z-Ahse.Die Diskretisierung eines Drahtes ist an dieser Stelle abgeshlossen (Abbildung 6.4).F�ur eine Konus-Elektrode ist dies nur der erste Shritt des Verfahrens. Die Subinter-valle werden hier benutzt um die Elektrode entlang der z-Ahse in kleinere Konenzu unterteilen (Abbildung 6.5). F�ur deren Anfangs- und Endkoordinaten zimin, zimax,46
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Abbildung 6.5: Diskretisierung einer Konus-Elektrode entlang der z-Ahserimin und rimax giltzimin = zmin + zmax i�1Xj=1 dj zimax = zmin + zmax iXj=1 dj (6.39)rimin = rmin + rmax i�1Xj=1 dj rimax = rmin + rmax iXj=1 dj : (6.40)Wihtig f�ur die weiteren Shritte dieses Verfahren ist, dass die Bedingungzimin � zimax 8i 2 [1; s℄ (6.41)erf�ullt ist. Gegebenenfalls m�ussen dazu Variablen umbenannt werden.F�ur die Ladungsdihtenberehnung ist dies aber noh niht ausreihend. Die neuenKonen m�ussen noh in einem zweiten Shritt in Rehteke zerlegt werden (AbbildungPSfrag replaements ~Pa~Pb ~Pab�
Abbildung 6.6: Diskretisierung einer Konus-Elektrode entlang des Umfangs6.6). Hier wird ein dritter Parameter nrot verwendet. Er gibt die Anzahl der Reht-eke an, in die die Konen entlang ihres Umfangs unterteilt werden. Genauer gesagtwird f�ur jeden Konus nur ein Rehtek angelegt und diesen nrot mal um die z-Ahserotiert. Die �ubrigen Geometrieparameter dieses Rehteks werden aus der Geometriedes Konus bestimmt, wie Abbildung 6.6 demonstriert. Dabei werden vershiedene47



6 Eine verbesserte Boundary Element MethodeHilfspunkte de�niert:~Pa = (rmin; 0; zmin) ~P = (rmax; 0; zmax): (6.42)Diese Punkte werden um den Winkel � = 2�=nrot um die z-Ahse rotiert, so dass~Pa ! ~Pb und ~P ! ~Pd. Damit werden weitere Punkte de�niert:~Pab = 12�~Pa + ~Pb� ~Pd = 12�~P + ~Pd� (6.43)Aus diesen Hilfspunkten werden nun die Geometrieparameter der neu erstelltenRehtek-Elektroden berehnet.~p = ~Pa a = j~Pb � ~Paj b = j~Pd � ~Pabj (6.44)~n1 = ~Pb � ~Paa ~n2 = ~Pd � ~Pabb (6.45)Diese Elektrode kann nun f�ur die Ladungsberehnung verwendet werden. Diese Formder Diskretisierung ist sehr ungenau und nur anwendbar, falls nrot und sale gro�sind. Dabei ist auh sehr kritish, dass allein aus Rehteken keine konusf�ormigeFl�ahe zusammengesetzt werden kann. Da aber beim Design von Eld4 auf Modula-rit�at und Erweiterbarkeit Wert gelegt wurde, w�are es denkbar in Zukunft an dieserStelle Elektroden in Form eines Dreieks hinzuzuf�ugen. Damit w�are eine wesentlihbessere Approximation eines Konus m�oglih.ElektrodengruppierungWie bereits in Kapitel 6.3 beshrieben, ist die grundlegende Erweiterung der BEMin Eld4 die Gruppierung von Ober�ahenelementen. Dazu wird ein Boxsystem ver-wendet, das von einem dreidimensionalen Raumgitter erzeugt wird und zwei Auf-gaben erf�ullt. Zum einen zerlegt es das gesamte Volumen in einzelne Boxen underlaubt eine eindeutige Zuordnung der Elementen zu einer Box. Andererseits bietetdas Boxsystem auh eine Unterteilung der Elektroden in "nah\ und "fern\.Da die Rotationssymmetrie um die z-Ahse bereits in weiten Teilen des Pro-gramms eine zentrale Bedeutung hat, wird sie auh vom Raumgitter ber�uksihtigt.Das Raumgitter ist um die z-Ahse angeordnet (Abbildung 6.7), so dass es diekomplette Elektrodengeometrie enth�alt. Die begrenzenden Koordinatens des Gitterszmin, zmax, rmin und rmax werden nah dem Einlesen der Geometrie automatish sogew�ahlt, dass sie alle Elektroden umfassen. Die Anzahl der Boxen wird vom Benutzer�uber die Parameter nr, nz und n' bestimmt. In radialer Rihtung ist das Boxsystemin nr Boxen unterteilt, in z-Rihtung entsprehend nz. In Umfangsrihtung ist dieUnterteilung etwas komplexer, weil das Boxsystem die gleihe Rotationssymmetrieaufweisen muss wie die gesamte Geometrie nrot. Sie kann zus�atzlih noh vom An-wender �uber den Parameter n' variiert werden. So erh�alt man eine Unterteilung inUmfangsrihtung von nGitter = (nrotn' falls n' > 0�nrotn' falls n' < 0 (6.46)48
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nzAbbildung 6.7: In Eld4 verwendetes RaumgitterBoxen. Falls nGitter < nrot werden Boxen bei der Berehnung zusammengefasst, wasgerade bei hohen Rotationssymmetrien einen Geshwindigkeitsvorteil bringt.Im Falle einer gespiegelten Geometrie umfasst das Boxsystem lediglih die unge-spiegelte Geometrie. Bei der Berehnung der Multipolapproximation wird dann jedeBox zus�atzlih gespiegelt und doppelt ausgewertet.Die Zuordnung eines Ober�ahenelements zu einer Box geshieht nun �uber denMittelpunkt des Elements. Es wird der Box zugeordnet, die seinen Mittelpunktenth�alt. Die Mittelpunkte der Elemente lassen sih dazu einfah bestimmen. F�urRehteke erh�alt man ~Rehtek = ~p+ a2 ~n1 + b2 ~n2 (6.47)und f�ur Dr�ahte ~Draht = 12�~a+~b�: (6.48)Die Einteilung der Elemente in nah und fern erfolgt boxweise. Dabei werden f�ur einElementpaar die entsprehenden Boxen bestimmt und dann der Abstand der beidenBoxmittelpunkte berehnet. Ist dieser gr�o�er als Rn, gelten die beiden Elemente alsfern zueinander. Der Parameter Rn wird vom Benutzer angegeben.Iterative LadungsdihtenberehnungNahdem mit Hilfe des Boxsystems das approximierte Gleihungssystem (6.21) auf-gestellt wurde, muss man ein L�osungsverfahren darauf anwenden. Bei Eld4 wirddas Gau�-Seidel-Verfahren benutzt. Es ist eines der einfahsten iterativen Verfah-ren. N�ahere Information zu diesem Verfahren �nden sih in [Pla00℄. Die Vorshriftf�ur eine Iteration ist�n+1i = 1kii (xi � ki1�n+11 + � � � + kii�1�n+1i�1 + kii+1�ni+1 + � � �+ kiN�nN ): (6.49)Nah dieser Vorshrift wird das Gleihungssystem mehrmals iteriert. Ein einzelnerIterationsshritt wird als kleine Iteration bezeihnet, im Gegensatz zur gro�en, die49



6 Eine verbesserte Boundary Element Methodealle Shritte umfasst und die anshlie�ende Neuberehnung der Multipolmomente.Die Anzahl der Iterationshritte wird durh den Parameter nsteps vorgegeben. F�urdiesen Parameter wird ein Startwert vom Benutzer angegeben, danah wird er nahjeder gro�en Iteration angepasst. Dies ist n�otig, weil zu viele Gau�-Seidel-Shritte andieser Stelle ine�ektiv sind. Sie f�uhren nur dazu, dass die aktuellen Ladungsdihtensih der L�osung des aktuellen Gleihungsystems ann�ahern. Da aber nah jeder gro�enIteration ~X nah (6.20) neu berehnet wird, �andert sih das aktuelle Gleihungssys-tem ebenfalls. So l�asst sih die h�ohste Konvergenzgeshwindigkeit erreihen, wenndas gesamte Gleihungssystem konvergiert. Das bedeutet, dass es f�ur nsteps einen op-timalen Bereih gibt. Wenn nsteps in diesem Bereih liegt, dann sollte die �Anderungder Ladungsdihten bei dem ersten Shritt in derselben Gr�o�enordnung liegen wiedie �Anderung des letzten Shrittes der vorherigen Iteration.Speihern der LadungsdihtenNahdem die Berehnung der Ladungsdihten abgeshlossen ist, k�onnen damit elek-trishe Potentiale bestimmt werden. Meist geshieht dies aber erst in einem zweitenShritt, daher m�ussen die Ladungsdihten gespeihert werden. Zu diesem Zwekbietet Eld4 die CDF-Datei (Charge Density File) an. Das ist eine Datei, in der ineinem Bin�arformat alle Informationen zu den Ober�ahenelementen und den daf�urbestimmten Ladungsdihten gespeihert sind. F�ur eine sp�atere Potentialberehnungmuss man diese Datei erneut einlesen und kann sofort aus den Ladungsdihten undGeometrie elektrishe Potentiale f�ur jeden beliebigen Punkt bestimmen.Der Shreibvorgang geshieht durh den Aufruf der Funktionvoid eld_write_df(Eld* eld, onst har* filename).Sie shreibt die aktuellen Ladungsdihten in die Datei �lename. Der Name sollte dieEndung .df besitzen.Statt die Daten in einem ASCII-Formet zu speihern wie die Vorg�angerprogram-me, wird ein Bin�arformat verwendet. Dadurh werden Rundungsfehler beim Shrei-ben von Flie�kommazahlen vermieden. Bisher ging dadurh immer ein gewisses Ma�an Genauigkeit verloren. In einer Bin�ardatei lassen sih mehr Informationen in einerkleineren Datei speihern.Es ist auh m�oglih die Ladungsdihten aus einer CDF-Datei als Ausgangspunktf�ur eine neue Ladungsdihtenberehnung zu benutzen. Dann werden die Ladungs-dihten bei Start der Iteration niht mit Null initialisiert, sondern mit den Wertender vorherigen Iteration. Damit l�asst sih bei minimalen Geometrievariationen sehrviel Zeit sparen, weil man nun bereits von einer N�aherung f�ur die Ladungsdihtenstartet. So sind nur wenige Shritte n�otig um die Ladungsdihten zu aktualisieren.Gerade bei Toleranzrehnungen ist diese Funktion sehr n�utzlih. N�ahere Informatio-nen zu dieser Art von Rehnung be�nden sind in [Hug08℄.
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7 Tests7.1 ProgrammparameterIm Gegensatz zu den Vorg�angerprogrammen gibt es bei Eld4 wesentlih mehr Lauf-zeitparameter. Der Grund daf�ur liegt in der gr�o�eren Komplexit�at des verwendetenAlgorithmus. Diese Parameter m�ussen an die jeweilige Geometrie angepasst werden.Es gibt keine universellen Standardwerte. Stattdessen m�ussen sie vom Benutzer ma-nuell vor dem Beginn der Berehnung gesetzt werden. Teilweise gibt es sinnvolleVorgabewerte, allerdings oft auh niht. In Tabelle 7.1 sind alle Laufzeitparametervon Eld4 aufgef�uhrt.Die gro�e Anzahl von Parametern ist ein gro�er Nahteil f�ur die Benutzerfreund-lihkeit. Dieses Problem sollte in der Zukunft durh einen intelligenten Algorithmusgel�ost werden, der die Geometrie analysiert und die Parameter entsprehend setzt.F�ur den Parameter nsteps existiert ein �ahnliher Ansatz bereits. W�ahrend der Ite-ration wird die �Anderung der Ladungsdihten �uberwaht und dabei versuht, dieGeshwindigkeit der Iteration �uber eine Variation von nsteps zu optimieren. Dahergen�ugt es hier, dass der Benutzer einen Anfangswert f�ur nsteps vorgibt. In der Regelhat sih ein Wert von 20 f�ur nsteps in den Testl�aufen als sinnvoll erwiesen. Der Para-meter C bestimmt, wie weit iteriert werden soll. Sobald die �Anderung der Ladungs-dihten in einem Iterationsshritt unter diesen Shwellwert f�allt, wird die Iterationbeendet. Mit ihm kann also die gew�unshte Genauigkeit angegeben werden.Die Parameter haben einen gro�en Einuss auf das Verhalten des Programms.Doh kein anderer Parameter beeinusst das Konvergenzverhalten des Algorithmuswie die Gr�o�e des Nahbereihs Rn. W�ahlt man sie zu klein, konvergiert der Algorith-mus niht mehr oder nur noh extrem langsam. Ist der Nahbereih zu gro�, ist zwardie Konvergenzgeshwindigkeit am gr�o�ten, allerdings steigt damit auh der Bedarfan Arbeitsspeiher. Der Grenzfall Rn !1 entspriht der Situation in den bisherigenTabelle 7.1: Laufzeitparameter in Eld4nz Anzahl der Boxen in z-Rihtungn' Anzahl der Boxen in Umfangsrihtungnr Anzahl der Boxen in radialer Rihtungnsteps Anzahl der Gau�-Seidel-Shritte innerhalb einer gro�en IterationRn Maximaler Abstand, mit dem zwei Boxen als nah geltenC Shwellwert der Ladungsdihten�anderung bei der Abbruhbedingung derIteration 51



7 TestsProgrammen. Das Konvergenzverhalten wird zum Teil auh durh die Feinmashig-keit des Raumgitters beeinusst. Sie gibt die Anzahl der Multipole vor, die f�ur dieApproximation der Fernzone verwendet werden. Ist diese zu klein, geht Rehenge-nauigkeit verloren und die minimale Gr�o�e des Nahbereihs ist dementsprehendgro�. Im folgenden Abshnitt wird die Abh�angigkeit von diesen Parameter auhnoh einmal quantitativ an Hand von Testgeometrien demonstriert.7.2 Einfahe VergleihsrehnungenIm Verlaufe der Entwiklung von Eld4 wurde das Programm an vershiedenenElektrodengeometrien getestet, angefangen von sehr einfahen bis hin zu komplexenStrukturen, entsprehend dem Stand der Entwiklung. Die meisten Tests hattenzum Ziel Fehler zu �nden und vershiedene Programmkomponenten zu optimieren.Ausf�uhrlihe quantitative Test wurden mit einer Geometrie durhgef�uhrt, die inAbbildung 7.1 gezeigt ist. Sie besteht aus einem 100m langen Zylinder mit einemRadius von 1m. Innerhalb dieses Zylinders be�nden sih 11 rotationssymmetrishangeordnete Dr�ahte mit einem Abstand von der Zylinderahse von 0,8m und einemRadius von 0,1mm.

Abbildung 7.1: ROOTsim-Darstellung der Testgeometrie (Dr�ahte 100fah ver-gr�o�ert)Diese Elektrodengeometrie erlaubt es, alle relevanten Programmteile zu testen.Dazu erstellt man die Testgeometrie zuerst als Eld3 2 -Geometrie. Diese wird nuneinerseits mit den Diskretisierungsprogrammen input1 und input2 von Feren Gl�ukin das Eld3 3 -Format konvertiert. Anderseits wird die Testgeometrie mit onvert.pyin eine EDF-Datei umgewandelt, dabei ist es wihtig, dass man dieselben Diskre-tisierungsparameter f�ur beide Operationen w�ahlt. Nun berehnet man mit Eld3 3Referenzladungsdihten. Daf�ur wurde eine leiht abgewandelte Version von Eld3 3verwendet, die mit doppelter Genauigkeit rehnet, mehr Nahkommastellen ausgibtund intern keinerlei N�aherungen verwendet. Nur so war es m�oglih sinnvolle Ver-52



7.2 Einfahe Vergleihsrehnungengleihe durhzuf�uhren. Danah kann man die Ladungsdihten von Eld4 berehnenlassen. Ein Python-Skript f�uhrt dann einen Vergleih der Ladungsdihten durh undgibt deren mittlere relative Abweihung aus. Wenn man w�ahrend der Laufzeit vonEld4 die Laufzeit und den Speiherverbrauh misst, kann man durh Variation derLaufzeitparameter ein genaues Leistungspro�l der verbesserten Boundary ElementMethode bestimmen. Zus�atzlih zu den eben genannten Parametern l�asst sih nohdie Anzahl der Ober�ahenelemente durh den Diskretisierungsparameter sale be-stimmen. Ferner kann man die Rotationssymmetrie nrot der Geometrie variieren.Dabei ist aber zu beahten, dass die Rotationssymmetrie in der Zylinderdiskretisie-rung mit der der Dr�ahte �ubereinstimmt. Denn Eld3 3 beh�alt die untershiedlihenRotationssymmetrien als Approximation bei. Bei Eld4 ist dies aufgrund des Box-systems niht mehr m�oglih. Hier werden die globale Rotationssymmetrie bestimmtund die Elektroden entsprehend vervielfaht. Daher w�urden bei untershiedlihenRotationssymmetrien in beiden F�allen untershiedlihe Geometrien berehnet wer-den und ein Vergleih der Ergebnisse w�are shwierig.Der f�ur diese und alle folgenden Rehnungen verwendete Computer verf�ugt �ubereinen Intel Core 2 Duo 6300 Prozessor mit einer Taktfrequenz von 1,86GHz und2GB Arbeitsspeiher. Das darauf installierte Betriebsystem ist Arhlinux [Ar℄ mitdem Compiler g in der Version 4.2.2.In der ersten Testrehnung wurde der Einuss des Parameters Rn untersuht.Dazu wurde die Testgeometrie mit vershiedenen Werten f�ur den Parameter nz be-rehnet und dabei die Rehenzeit und der Speiherverbrauh unter Variation vonRn bestimmt. Im Folgenden sind die Resultate f�ur nz = 80 und nz = 100 bei einerDiskretisierung mit sale = 1000 aufgef�uhrt, alle �ubrigen Ergebnisse be�nden sihin Tabelle D.1 im Anhang. Diese Diskretisierung erzeugt 2000 Ober�ahenelemente.F�ur die �ubrigen Parameter galt bei diesen Rehnungen: nr = 1, n' = 1, nsteps = 20und C = 10�10.Abbildung 7.2 zeigt den Einuss des Parameters Rn auf den Speiherverbrauh.Man erkennt einen nahezu linearen Zusammenhang. Dieser resultiert aus der be-sonderen Form der Testgeometrie. Der erforderlihe Speiher ist proportional zurAnzahl der nahen Elemente. Aber da sih die Geometrie, und damit auh das Box-system, haupts�ahlih in z-Rihtung erstrekt, ist diese Anzahl auh proportional zuRn. W�aren die Elemente im Raum gleihverteilt, w�urde man einen kubishen Zusam-menhang erwarten. Zus�atzlih kann man der Gra�k entnehmen, dass der Parameternz hier eine untergeordnete Rolle spielt. Dies entspriht jedoh genau den Erwar-tungen, da der Gro�teil des Speihers f�ur die Informationen zur Nahzone ben�otigtwird.Der komplette Programmablauf gliedert sih in zwei gro�e Teile. Das sind zumeinen die Konstruktion der Nahzone mit der Berehnung des Gleihungssystems f�urdie BEM und zum anderen die anshlie�ende Gau�-Seidel-Iteration. In Abbildung7.3 ist die f�ur den ersten Abshnitt ben�otigte Zeit gegen den Parameter Rn aufgetra-gen. Der erkennbare Zusammenhang entspriht dem bereits bei der Untersuhungdes Speiherverbrauhs beobahteten, da die erforderlihe Rehenzeit wiederum pro-portional zu der Anzahl der nahen Elemente ist. 53



7 Tests
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Abbildung 7.2: Speiherverbrauh in Abh�angigkeit von Rn
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Abbildung 7.3: Rehenzeit zur Berehnung der Nahzone in Abh�angigkeit von Rn
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7.2 Einfahe Vergleihsrehnungen
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Abbildung 7.4: Dauer der Iteration der Abh�angigkeit von RnIn Abbildung 7.4 sieht man die Dauer der iterativen Ladungsdihtenberehnung inAbh�angigkeit des Parameters Rn. Das Verhalten ist nun etwas komplexer aufgrunddes gro�en Einusses von Rn. Je kleiner die Nahzone ist, desto gr�o�er wird die Re-henzeit f�ur die Iteration. Auh dies entspriht den Erwartungen, denn bei einerkleinen Nahzone brauht man mehr gro�e Iterationsshritte bis das Gleihungssys-tem konvergiert. Allerdings kommen noh weitere E�ekte dazu. So ist beispielsweisedie Zeit, die f�ur eine kleine Gau�-Seidel-Iteration ben�otigt wird, proportional zurAnzahl der nahen Elemente. Die Anzahl der Boxen wirkt sih stark auf die Dauereiner gro�en Iteration aus, bei der die Multipolmomente aus den Ladungsdihten ak-tualisiert werden. Bei einer gro�en Zahl an Boxen, zum Beispiel bei einer sehr hohenGitterrotationssymmetrie nGitter, wird die Berehnung der Multipolapproximationsehr zeitaufw�andig.Da die Gesamtrehenzeit die Summe der beiden einzelnen Rehenzeiten ist, wirdsie sowohl bei einer kleinen als auh bei einer gro�en Nahzone gro� (Abbildung 7.5).Hier gilt es, einen optimalen Wert f�ur Rn zu �nden. Dieser ist aber stark von derzu berehnenden Geometrie abh�angig. F�ur vershiedene Werte von nz wurden dieoptimalen Werte manuell bestimmt. In Zukunft k�onnte basierend auf umfangreihenTests ein intelligenter Algorithmus entwikelt werden, der anhand von Geometrie-eigenshaften Rn automatish korrekt setzt. Dies w�urde jedoh �uber den Rahmendieser Arbeit hinausgehen.Mit Hilfe der optimalen Nahzonengr�o�en l�asst sih der Einuss der Boxanzahl nzauf die ben�otigte Rehenzeit untersuhen (Abbildung 7.6). Es zeigt sih ein nahezulineares Verhalten, da die Berehnung der Multipolmomente einen Gro�teil der Zeit55
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Abbildung 7.5: Gesamte Rehenzeit in Abh�angigkeit von Rn
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Abbildung 7.6: Optimale Rehenzeit f�ur vershiedene Werte von nz
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7.2 Einfahe Vergleihsrehnungen
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Abbildung 7.7: Optimaler Speiherverbrauh f�ur vershiedene Werte von nzin Anspruh nimmt und die Anzahl der zu berehnenden Multipole proportionalzu nz ist. Dennoh weihen die Werte teilweise stark vom linearen Verhalten ab.Dieser E�ekt tritt auf, weil sih niht f�ur jeden Wert von nz die optimale Nahzo-nengr�o�e einstellen l�asst. Die Nahzone besteht immer aus einer ganzzahligen Mengevon Boxen, daher sind gerade bei kleinen Werten f�ur nz gr�o�ere Abweihungen zuerwarten.In Abbildung 7.7 ist das Verhalten des Speiherverbrauhs bei einer optimalenNahzonengr�o�e dargestellt. Man kann erkennen, dass der Speiherverbrauh mitsteigendem nz sinkt. Dieser E�ekt l�asst sih mit der steigenden Anzahl an Multi-polen erkl�aren. Bei einer hohen Boxanzahl stehen mehr Multipole f�ur die Approxi-mation zur Verf�ugung, die dadurh genauer wird. Diese zus�atzlih Genauigkeit kannnun verwendet werden, um die Nahzone weiter zu verkleinern, was wiederum denSpeiherverbrauh reduziert.Zus�atzlih zum Speiherverbrauh und zur Rehenzeit ist die Genauigkeit ein wih-tiges Vergleihskriterium. Dazu wurden die von Eld4 ermittelten Ladungsdihtenmit denen von Eld3 3 verglihen. Abbildung 7.8 zeigt die relative Abweihung f�urvershiedene Werte von Rn. Das Ergebnis entspriht genau den Erwartungen. Beieiner kleinen Nahzone kann man den E�ekt der Approximation beobahten. Dieservershwindet, wenn sih die Nahzone �uber die komplette Geometrie erstrekt. In demFall bleibt lediglih eine Abweihung, die aus der iterativen Berehnung resultiert,zur�uk. Da die Anzahl der Boxen auh gleihzeitig die Anzahl der f�ur die Approxi-mation verwendeten Multipolreihen ist, wirkt sie sih deutlih auf die Abweihungaus. Die Approximation ist um so besser, je kleiner die einzelnen Boxen sind. 57
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Abbildung 7.8: Mittlere relative Abweihung der Ladungsdihten in Abh�angigkeitvon Rn
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Abbildung 7.9: Mittlere relative Abweihung der Ladungsdihten in Abh�angigkeitvon nz
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7.3 Tests mit KATRIN-GeometrienF�ur die optimalen Nahzonengr�o�en ist eine Untersuhung der Abweihungen wenigaussagekr�aftig, da sie teilweise stark shwanken wegen den Shwierigkeiten beimBestimmen des optimalen Wertes f�ur Rn (Abbildung 7.9). Generell wird aber dieobige Aussage best�atigt, dass die Abweihung f�ur eine gr�o�ere Anzahl an Boxenkleiner wird.Tabelle 7.2: Vergleih von Eld3 3 und Eld4 mit einfaher TestgeometrieEld3 3 Eld4sale RAM [MB℄ Zeit [s℄ RAM [MB℄ Zeit [s℄ rel. Abweihung1000 35,4 108 13,9 51 1; 30 � 10�72000 130,1 651 53,8 134 6; 54 � 10�83000 285,8 1953 117,7 270 6; 39 � 10�74000 502,6 4347 206,9 459 7; 34 � 10�8Vergleiht man nun diese mit den bei Eld3 3 ermittelten Ergebnissen f�ur diegleihe Geometrie, erh�alt man Tabelle 7.2. Dazu wurden die optimalen Ergebnissef�ur nz = 100 und vershiedene Diskretisierungen verglihen. Die weiteren Ergebnis-se be�nden sih im Anhang in den Tabellen D.2, D.3 und D.4. Es zeigt sih, dassEld4 f�ur diese einfahe Geometrie deutlih �uberlegen ist. Gerade bei einer hohenElementanzahl bringt die iterative Berehnung einen deutlihen Zeitvorteil. BeimSpeiherverbrauh erkennt man eine wesentlihe Verbesserung aufgrund der Multi-polapproximation. Man k�ame sogar mit noh weniger Speiher aus, wenn man dieeingesparte Zeit dazu nutzen w�urde, Daten aus dem Speiher erst zu berehnen,wenn sie ben�otigt werden. Die Abweihung zwishen Eld4 und Eld3 3 liegt genauim angestrebtem Bereih.Zusammenfassend kann man sagen, dass der neue Algorithmus funktioniert undbei der einfahen Testgeometrie deutlih bessere Leistungswerte erzielt als Eld3 3.Die elektrishen Ladungsdihten lassen sih mit der erforderlihen Pr�azision in we-sentlih k�urzerer Zeit und mit deutlih weniger Speiherverbrauh berehnen. Diemittlere relative Abweihung der Ladungsdihten im Vergleih zu Eld3 3 h�angtstark von den gew�ahlten Parametern ab, aber der angestrebte Wert von 10�7 kannerreiht werden.7.3 Tests mit KATRIN-GeometrienDie Testrehnungen mit der oben genannten Testgeometrie haben gezeigt, dassEld4 funktioniert und alle Programmkomponenten fehlerfrei zusammenarbeiten.Als n�ahstes muss �uberpr�uft werden, ob sih der neue Algorithmus auh auf realis-tishe KATRIN-Geometrien anwenden l�asst. Dazu wurden zun�ahst die Ladungs-dihten f�ur ein leeres Hauptspektrometer mit 1200faher Rotationssymmetrie oh-ne Drahtelektrode berehnet und mit den durh Eld3 3 bestimmten verglihen.Die Anzahl der Ober�ahenelemente l�asst sih bei dieser Elektrodenkon�gurationerneut �uber den sale-Paramater der Diskretisierung anpassen. F�ur die folgenden59



7 TestsRehnungen wurde aber jeweils sale = 5 gesetzt. Das bedeutet, die gesamte Geo-metrie besteht aus 315 Ober�ahenelementen. Es ist hierbei zu beahten, dass dieseElemente nur eine H�alfte des Spektrometers de�nieren. Bei der Berehnung wird dieSpiegelsymmetrie an der Analysierebene ausgenutzt und jedes Element verdoppelt.Die Spiegelung wird w�ahrend der Berehnung automatish durhgef�uhrt, so dassdie Elemente niht doppelt im Speiher vorliegen. Dieses Verfahren wird auh aufdas Boxsystem angwendet. Jede Box existiert nur einmal im Speiher, wird aberzweifah ausgewertet.Da diese Elektrodengeometrie mit nrot = 1200 eine hohe Rotationssymmetriebesitzt, wird zuerst der Einuss des Parameters n' und damit auh der Rotations-symmetrie des Boxsystems nGitter (6.46) untersuht. Dabei wird nur der Fall n' < 0betrahtet, da die Geometrie ausshlie�lih aus diskretisierten Konen besteht. DerFall n' > 0 w�urde nur zu weiteren leeren Boxen f�uhren, die die Berehnung ledig-lih verlangsamen. F�ur die �ubrigen Parameter wurden nr = 5, nz = 30, s = 20,C = 10�10 und Rn = 9m gew�ahlt.Tabelle 7.3: Auswirkung der Boxgruppierungn' Iterationszeit [s℄ Speiherverbrauh [MB℄ rel. Abweihung-10 64,49 3,2 1; 33 � 10�5-20 34,23 3,1 5; 13 � 10�5-30 23,09 3,0 1; 05 � 10�4-40 16,33 3,0 2; 14 � 10�4Tabelle 7.3 zeigt die Resultate f�ur vershiedene Werte f�ur n'. Diese entsprehengenau den Erwartungen. Werden viele Boxen gruppiert, sinkt die Iterationszeit, daweniger Multipole berehnet werden m�ussen. Gleihzeitig wird aber auh die relativeAbweihung der Ladungsdihten gr�o�er, da die Multipolapproximation shlehterwird. Allerdings ist die relative Abweihung allgemein sehr hoh. Bei den folgendenRehnungen wurde mit n' = �40 gearbeitet. Im Anhang in Tabelle D.5 be�ndensih auh Ergebnisse f�ur andere Werte.Tabelle 7.4: Einuss der Boxanzahlnz Iterationszeit [s℄ Speiherverbrauh [MB℄ rel. Abweihung30 16,33 3,0 2; 14 � 10�460 23,54 3,2 3; 43 � 10�4100 30,71 3,2 1; 43 � 10�4Da die Anzahl der Multipole o�ensihtlih einen sehr gro�en Einuss hat, wird alsn�ahstes die Auswirkung des Parameters nz untersuht. Da er die Unterteilung desBoxsystems entlang der z-Ahse vorgibt, ist er proportional zur Anzahl der verwen-deten Multipole. Tabelle 7.4 zeigt die Ergebnisse unter Variation von nz, alle �ubrigenParameter wurden niht ver�andert. Man kann erkennen, dass die Iterationszeit er-neut mit der Anzahl der Multipole w�ahst. Aber gleihzeitig ist keine eindeutige60



7.3 Tests mit KATRIN-GeometrienVerbesserung der Approximation zu erkennen, denn eine Erh�ohung der Boxanzahlf�uhrt zum Teil nur zu leeren Boxen, die keinen Beitrag liefern. Daher wird im Fol-genden weiterhin nz = 30 gesetzt.Tabelle 7.5: Einuss der Nahzonengr�o�eRehenzeit [s℄Rn [m℄ Konstruktion Iteration Gesamt RAM [MB℄ rel. Abweihung80,00 365,50 10,12 375,62 3,2 3; 34 � 10�610,00 172,49 20,54 193,03 3,1 7; 21 � 10�59,00 168,43 16,33 184,76 3,0 2; 14 � 10�48,00 162,17 36,88 199,05 3,1 3; 12 � 10�47,00 158,23 149,75 307,98 3,0 5; 75 � 10�4Der wihtigste Punkt, den es zu untersuhen gilt, ist die Auswirkung der Nah-zonengr�o�e. Diese wird durh den Parameter Rn bestimmt. Tabelle 7.5 listet dieResultate f�ur vershiedenen Werte f�ur Rn auf. Die Rehnung mit Rn = 80m dientzum Vergleih. Da die komplette Geometrie nah der Spiegelung nur eine L�ange von24m besitzt, wird sie bei dieser Parameterwahl komplett als nah angesehen. Insge-samt l�asst sih das gleihe Verhalten wie bei der Testgeometrie beobahten. F�ur dieRehenzeit gibt es einen optimalen Bereih bei Rn = 9m und die relative Abwei-hung ist umso geringer, je mehr von der Geometrie exakt berehnet wird. BeimSpeiherverbrauh zeigt sih allerdings eine Shwierigkeit. Um ihn e�ektiv zu redu-zieren, m�usste die Geometrie mit einem deutlih kleineren Wert f�ur Rn berehnetwerden. Dann jedoh konvergiert das iterative L�osungsverfahren niht mehr. Diesund die gro�e relative Abweihung deuten darauf hin, dass die verwendete Mul-tipolapproximation noh niht ausreihend ist f�ur diese Art von Geometrie. Auhdurh eine Variation der Parameter nr, n' und nz kann sie niht mehr verbessertwerden. Da aber auh eine sehr gro�e relative Abweihung f�ur den VergleihsfallRn = 80m beobahtet wird, sheint es noh eine weitere Fehlerquelle zu geben.Es w�are m�oglih das die Fehler teilweise aus numerishen Artefakten der Flie�kom-maoperationen stammen k�onnen. Da an dieser Stelle nur die Ladungsdihten mitden von Eld3 3 ermittelten verglihen wurden, kann man auh niht ausshlie�en,dass die Abweihung bereits in der Berehnung dort auftritt. F�ur eine klare Aussa-ge �uber die Ursahe sind somit noh weitere Untersuhungen n�otig, die �uber dieseArbeit hinausgehen.Somit ist es momentan noh niht m�oglih, bei der Berehnung von realistishenKATRIN-Geometrien in vollem Unfang von den Neuerungen in Eld4 zu pro�tie-ren. Es ist aber ein Ausgangspunkt f�ur zuk�unftige Entwiklungen und bietet eineoptimale Struktur f�ur vershiedene Erweiterungen. So kann mit wenig Aufwand diebisherige Multipolapproximation durh ein fortgeshritteneres Verfahren ersetzt wer-den. Mit dem hierarhishen Ansatz aus [Pur98℄ k�onnte beispielsweise die N�aherungdeutlih eÆzienter werden. Auh das bisher verwendete Boxsystem ist niht optimalf�ur KATRIN-Geometrien, da die starke Konzentration der Elektroden entlang der61



7 TestsTankwand niht ausgenutzt werden kann.7.4 Eine verkleinerte ProgrammversionTrotz des shlehten Konvergenzverhaltens bei realen KATRIN-Geometrien ist Eld4dem bisherigen Feldberehnungsprogramm Eld3 3 dennoh in mehreren Bereihen�uberlegen. W�ahlt man daher die Parameter so, dass die komplette Elektrodengeo-metrie als nah angesehen wird, verliert man zwar jede Speiherersparnis, doh manumgeht so auh die Konvergenzprobleme. Es wird nun dieselbe Rehnung durh-gef�uhrt wie bei Eld3 3 mit dem Untershied, dass die Ladungsdihten iterativ be-rehnet werden. Dies f�uhrt gerade bei einer gro�en Elementanzahl zu einer deutlihenZeitersparnis. Insbesondere erh�alt man weiterhin die M�oglihkeit, eine Elektroden-geometrie basierend auf bereits existierenden Ladungsdihten zu berehen. Dies sehrpraktish bei Designfragen und Toleranzrehnungen.Dadurh, dass sih in diesem Fall die Nahzone �uber die vollst�andige Geometrieerstrekt, werden gro�e Teile des Programms �uber�ussig. So wird kein Boxsystemben�otigt, da man die komplette Geometrie als eine gro�e Box au�assen kann. Ebensowerden die Routinen zur Multipolberehnung niht mehr verwendet. Daher ist essinnvoll, diese Teile aus dem Programm zu entfernen. Die obsoleten Komponentenverbrauhen so keinen Speiherplatz und keine Rehenzeit mehr. Dies ist in derverkleinerten Programmversion Eldlight umgesetzt. Da die Unterst�utzung f�ur dasBoxsystem ein zentraler Bestandteil des gesamten Programms war, mussten bei derVereinfahung gro�e Teile neu strukturiert werden. Allerdings sind auh die zentralenFunktionen wesentlih einfaher und k�urzer geworden.Auh f�ur den Anwender fallen so die meisten Parameter einfah weg. Von denoben genannten bleibt lediglih C bestehen, alle �ubrigen bezogen sih auf das nunentfernte Boxsystem.Mit dieser verkleinerten Programmversion wurden vershiedene Testrehnungenzum Vergleih mit Eld3 3 durhgef�uhrt. Dabei wurde wieder die exakte Versionvon Eld3 3 ohne N�aherungen verwendet. F�ur s�amtlihe Testrehnungen wurde derKonvergenzparameter C = 10�10 gesetzt.Tabelle 7.6: Vergleih von Eld3 3 und Eldlight mit einfaher TestgeometrieEld3 3 Eldlightsale RAM [MB℄ Zeit [s℄ RAM [MB℄ Zeit [s℄ rel. Abweihung1000 35,4 108 32,8 48 6; 89 � 10�102000 130,1 651 124,8 199 2; 19 � 10�93000 285,8 1953 277,9 452 5; 99 � 10�94000 502,6 4347 492,1 828 8; 04 � 10�9Zun�ahst wurden die Ergebnisse beider Programme anhand der oben genanntenTestgeometrie aus einem langen Zylinder mit eingeshlossenen Dr�ahten verglihen.Die Elementanzahl wurde wieder �uber den sale-Parameter variiert, sie betr�agt f�ur62



7.4 Eine verkleinerte Programmversiondiese Geometrie N = 2 � sale. Die Resultate dieser Rehnung sind in Tabelle 7.6aufgef�uhrt. Man kann eine leihte Abnahme des Speiherverbrauhs erkennen. Diesist zur�ukzuf�uhren auf eine eÆzientere Speihernutzung der neuen Implementierung.Deutliher ist der Untershied in der Rehenzeit. Da die Elementanzahl in der Test-geometrie sehr hoh ist, ist das iterative Verfahren wesentlih besser f�ur die L�osungdes Gleihungssystems geeignet. Dabei liegt die Abweihung zwishen beiden Pro-grammen genau im vorgebenen Rahmen.Tabelle 7.7: Vergleih von Eld3 3 und Eldlight mit leerem SpektrometertankEld3 3 Eldlightsale RAM [MB℄ Zeit [s℄ RAM [MB℄ Zeit [s℄ rel. Abweihung5 89,1 516 2,5 364 3; 26 � 10�610 178,0 2052 4,9 1455 4; 72 � 10�515 268,5 4628 8,9 3277 8; 24 � 10�5Als n�ahstes wurden die Ladungsdihten f�ur ein leeres Hauptspektrometer mit1200faher Rotationssymmetrie ohne Drahtelektrode mit beiden Programmen be-rehnet. Dabei l�asst sih erneut die Anzahl der Elemente �uber den sale-Paramaterder Diskretisierung anpassen. Tabelle 7.7 zeigt die Resultate dieses Vergleihs. Amau��alligsten ist hier der deutlihe Untershied im Speiherverbrauh. Der Grunddaf�ur liegt in der Rotationssymmetrie. In Eld3 3 werden die Elektroden nah demEinlesen gem�a� ihrer Rotationssymmetrie vervielfaht und entsprehend rotiert. Die-ser Shritt kann bei Eldlight wegfallen, denn aufgrund der neuen Programmstruktursind Rotationen sehr einfah zu realisieren und ihre Berehnung sehr eÆzient. Diedaraus resultierende zus�atzlihe Rehenzeit ist vernahl�assigbar im Vergleih zurZeit, die f�ur eine einzelne Potentialberehnung ben�otigt wird. Daher l�asst sih derf�ur die Rehnung ben�otigte Speiher deutlih reduzieren. Dieser E�ekt wird umsogr�o�er, je h�oher die Rotationssymmetrie der Geometrie ist. Er hat allerdings keinenEinuss auf die Gr�o�e des Arbeitsspeihers, der vom Gleihungssystem der Boun-dary Element Methode belegt wird. Diese h�angt nur von der Anzahl der Elementeab und ist unabh�angig von der Rotationssymmetrie. Neben der Speiherersparniserkennt man auh eine leiht verk�urzte Rehenzeit. Dies wurde erreiht durh eineOptimierung der Funktionen zur Potentialberehnung. Etwas st�orend wirkt aller-dings die ungew�ohnlih hohe relative Abweihung. Sie dekt sih aber mit der inAbshnitt 7.3 beobahteten mit derselben Geometrie. Diese deutet auf einen Fehlerin Berehnung der Rehtekpotentiale hin, den es noh zu untersuhen gilt.Abshlie�end folgte die wihtigste Vergleihsrehnung. Als Geometrie wurde hiereine von MainSpe generierte Datei verwendet. Das Besondere dabei ist, dass essih in diesem Fall um eine Geometrie handelt, welhe tats�ahlih f�ur die Entwik-lung eines elektromagnetishen Designs berehnet werden muss. Als Parameter wur-den bei MainSpe die Vorgabewerte benutzt, das bedeutet die Geometrie entsprihtdem aktuellen Modell der realen KATRIN-Geometrie einshlie�lih diskretisiertenK�ammen und Dr�ahten der Drahtelektrode. Lediglih der sale-Parameter f�ur die63



7 TestsTabelle 7.8: Vergleih von Eld3 3 und Eldlight mit vollst�andigem Spektrometersale Eld3 3 EldlightDr�ahte Tank RAM [MB℄ Zeit [s℄ RAM [MB℄ Zeit [s℄ rel. Abweihung15 1 163,7 1512 5,5 1123 2; 09 � 10�730 1 210,5 2044 8,0 1599 1; 35 � 10�745 1 257,8 2609 11,4 2144 1; 27 � 10�715 5 214,1 2671 7,6 1999 1; 63 � 10�630 5 261,5 3408 10,8 2680 3; 00 � 10�745 5 309,5 4192 14,6 3442 2; 37 � 10�7Draht- und Tankdiskretisierung wurde variiert, um vershiedene Elementanzahlenzu erhalten. Die Ergebnisse dieses Vergleihs sind in Tabelle 7.8 zusammengefasst.Man kann dieselben E�ekte wie bei der Berehnung des leeren Tanks beobahten,da die Rotationssymmetrie der Geometrie ebenfalls 1200 betr�agt. Da nun die rela-tive Abweihung wird im angestrebten Bereih liegt, sheint der vorher beobahteteFehler ausshlie�lih bei einem leeren Spektrometer aufzutreten.Abshlie�end l�asst sih sagen, dass Eldlight einen Ersatz f�ur Eld3 3 darstellt.Es arbeitet f�ur s�amtlihe getesten Geometrien shneller und erfordert dabei wenigerArbeitsspeiher. Auh die relative Abweihung der Ladungsdihten liegt weitestge-hend im erfordlihen Rahmen, wenn von dem Fall des leeren Spektrometers absieht.Man kann zwei St�arken von Eldlight besonders hervorheben. Bei hohen Rotations-symmetrien wird der Speiherverbrauh deutlih reduziert durh die eÆzienterenGeometrieoperationen, und bei hohen Elementanzahlen wird die Rehenzeit durhdas iterative L�osungsverfahren massiv verk�urzt.Negativ f�allt dagegen die teilweise reht gro�e Abweihnung in den Ladungsdihtenauf. Sie l�asst sih niht durh eine �Anderung des Parameters C reduzieren. Die Quel-le des Fehlers sheint die Berehnung von Rehtekpotentialen zu sein. Man kannauh niht ausshlie�en, dass sie aus der gro�en Zahl von Flie�komma-Operationenresultieren und bereits in Eld3 3 entstehen. Dies lie�e sih durh Vergleihe mitanalytish berehenbaren Geometrien untersuhen. Eventuell sollte auh ein Ein-satz des SSE-Befehlssatzes (Internet Streaming SIMD Extensions) f�ur Flie�komma-Arithmetik erwogen werden, was mit neueren Prozessoren m�oglih ist. Solhe Un-tersuhungen waren leider niht mehr im Rahmen dieser Diplomarbeit mahbar.Der Einsatz von SSE w�urde auh weitergehende Optimierungen erlauben. Gene-rell bezeihnet SSE eine von der Firma Intel entwikelte Befehlssatzerweiterung derx86er-Prozessoren. Sie wurde mit dem Pentium III erstmalig eingef�uhrt. Sie erlaubtdie parallele Ausf�uhrung von Flie�komma-Operationen, zun�ahst nur mit einfaherund ab dem Pentium 4 auh mit doppelter Genauigkeit (SSE2). W�urde man die Pro-gramme entsprehend anpassen, k�onnte die erfordlihe Rehenzeit nahezu halbiertwerden. Eld4 und Eldlight wurden w�ahrend der Entwiklung bereits so struktiert,das solhe Optimierungen nahtr�aglih hinzugef�ugt werden k�onnten.Andere sinnvolle Optimierungen w�aren noh in der Potentialberehnung m�oglih.64



7.4 Eine verkleinerte ProgrammversionEld3 3 betrahtet dabei weit entfernte Elemente als Punktladungen, aber f�ur dieVergleihsrehnungen wurde diese N�aherung deaktiviert. Man k�onnte jedoh eine�ahnlihe Approximation in Eldlight integrieren und so die Rehenzeit weiter redu-zieren.
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8 ZusammenfassungF�ur eine pr�azise Auswertung der Messdaten des KATRIN-Experiments ist eine ex-akte Kenntnis der Flugbahnen geladener Teilhen im Aufbau des Experiments essen-tiell. Da dabei viele Komponenten zusammenspielen, lassen sih die Flugbahnen nurdurh eine globale Bahnverfolgung untersuhen. Dabei wird die Bahn eines Teilhensdurh den gesamten Experimentaufbau berehnet. Im Rahmen dieser Diplomarbeitwurden die existierenden Programme f�ur die Entwiklung des elektromagnetishenDesigns erweitert, so dass sie f�ur diese Art von Simulationen verwendet werdenk�onnen. Zus�atzlih wurden in M�unster am Institut f�ur Kernphysik zus�atzlihe Com-puter aufgebaut, die in Zukunft f�ur globale Bahnverfolgung genutzt werden k�onnen.Zuvor muss noh ein m�oglihst detailgetreues Computermodell der elektromagne-tishen Komponenten des KATRIN-Experiments erstellt werden. Zu diesem Zwekwurde ein gra�shes Programm entwikelt, das basierend auf vershiedenen Parame-tern automatish ein Modell der Drahtelektrode des Hauptspektrometers erstellt. Invershiedenen Simulationen werden diese Parameter nun optimiert. Auf diese Wei-se wird das elektromagnetishe Design weiter verbessert mit dem Ziel die optimaleForm der Drahtelektrode zu �nden [Hug08℄. Als Hilfsmittel f�ur diese Untersuhun-gen wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit eine Software geshrieben, die eineElektrodengeometrie dreidimensional darstellt. Damit k�onnen vershiedene Geome-triemodelle betrahtet und eventuelle Shwahstellen ermittelt werden.Durh die steigende Detailgenauigkeit der verwenden Geometrien sto�en die einge-setzten Feldberehnungsprogramme zunehmend an ihre Grenzen. Um die von allenElektroden erzeugten elektrishen Potentiale zu berehnen, muss ein neuer Algo-rithmus benutzt werden. Zu diesem Zwek wurde die bisher verwendete BoundaryElement Methode durh eine Multipolapproximation erweitert. Es wird nur noh einkleiner Teil der gesamten Geometrie exakt berehnet, w�ahrend alle �ubrigen Elektro-den lediglih n�aherungsweise in die Berehnung einie�en. Dieses Verfahren hat sihf�ur mehrere Testgeometrien als shneller und speihereÆzienter erwiesen, w�ahrenddie Rehengenauigkeit im erforderlihen Bereih liegt. F�ur einen Einsatz bei derBerehnung von KATRIN-Geometrien muss noh die Multipolapproximation ver-bessert werden, da die bisherige L�osung hier zu relativ gro�en Abweihungen undeinem shlehten Konvergenzverhalten f�uhrt. Verzihtet man auf diese Approxima-tion, so lassen sih bereits jetzt f�ur alle getesteten Geometrien bessere Resultateerzielen. Zus�atzlih stellt die neu programmierte Software eine Basis f�ur zuk�unftigeEntwiklungen dar. Durh seine Struktur l�asst es sih optimal in externe Pakete wieROOT oder GEANT4 einbinden. Gleihzeitig wurde es aber auh so entworfen, dassdie Kompatibilit�at zu der bisher verwendeten Software erhalten bleibt.
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A Vollst�andige BerehnungenA.1 MultipolmomenteRehtekige ElektrodeEine rehtekige Elektrode wird de�niert durh den Ekpunkt ~p, zwei orthogona-len Einheitsvektoren ~n1 und ~n2 und den beiden Seitenl�angen a und b. Zus�atzlihwird f�ur die Multipolberehnung ein Referenzpunkt ~ ben�otigt, bez�uglih dem dieMultipolmomente berehnet werden sollen.Zun�ahst nimmt man zur Vereinfahung eine Variablenumbennung vor:~p� ~! ~p: (A.1)Dies vershiebt den Ursprung des Koordinatensystems in den Referenzpunkt.Bei der Berehnung der Multipolmomente wird �uber die komplette Ladungsdihteintegriert. F�ur diesen Fall kann man die Integrale umshreiben als Fl�ahenintegral�uber die Rehtek�ahe mit einer konstanten Ladungsdihte:Z d3r0%(~r 0)! � aZ0 da0 bZ0 db0: (A.2)Einen Punkt auf dem Rehtek ~r k�onnen wir shreiben als~r = ~p+ a0~n1 + b0~n2: (A.3)F�uhrt man diese Ersetzung bei der Monopolberehnung (6.10), erh�alt manq = � aZ0 da0 bZ0 db0 = �ab: (A.4)F�ur das Dipolmoment (6.12) erh�alt man~d = � aZ0 da0 bZ0 db0 �~p+ a0~n1 + b0~n2�= �ab �~p+ 12a~n1 + 12~n2�= q �~p+ 12a~n1 + 12~n2� : (A.5)
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A Vollst�andige BerehnungenDie Berehnung des Quadrupoltensors nah (6.14) ist sehr un�ubersihtlih, daherwerden die beiden Terme einzeln berehnet:Qij = � �3Q1ij � ÆijQ2ij� : (A.6)F�ur die beiden Terme gilt:Q1ij = aZ0 da0 bZ0 db0(pi + a0n1i + b0n2i)(pj + a0n1j + b0n2j)= aZ0 da0 bZ0 db0�pipj + a0(pin1j + pjn1i) + b0(pin2j + pjn2i)+ a0b0(n1in2j + n1jn2i) + a02n1in1j + b02n2in2j�= ab�pipj + 12�a (pin1j + pjn1i) + b (pin2j + pjn2i)�+ 14ab (n1in2j + n1jn2i) + 13(a2n1in1j + b2n2in2j)�
(A.7)

Q2ij = aZ0 da0 bZ0 db0(~p+ a0~n1 + b0~n2)2= aZ0 da0 bZ0 db0(p2 + 2a0~p � ~n1 + 2b0~p � ~n2 + a0 ~n1 � ~n2| {z }=0 )= ab (p2 + a ~p � ~n1 + b ~p � ~n2): (A.8)
Somit gilt f�ur den Quadrupoltensor Q̂ einer rehtekigen ElektrodeQij = ab�pipj + 12�a (pin1j + pjn1i) + b (pin2j + pjn2i)�+ 14ab (n1in2j + n1jn2i) + 13(a2n1in1j + b2n2in2j)� Æij(p2 + a ~p � ~n1 + b ~p � ~n2)�: (A.9)
DrahtelektrodeEine Drahtelektrode wird �uber die Endpunkte ~a,~b und dem Durhmesser d de�niert.Geometrish betrahtet handelt es sih um einen Zylinder. Um die Multipolmomentezu berehnen, muss man �uber seine Ober�ahe integrieren. Dazu wird zun�ahst derVektor ~s de�niert durh ~s = ~b� ~a: (A.10)70



A.1 MultipolmomenteF�ur die Integration wird ein neues Koordinationsystem de�niert:~n1 = 0�� sin'sos's0 1A (A.11)~n2 = 0�� os#s os's� os#s sin'ssin#s 1A (A.12)~n3 = ~ss: (A.13)(s; #s; 's) ist hierbei die Darstellung von ~s in Kugelkoordinaten.Die Stirn�ahen des Zylinders werden bei dieser Rehnung ignoriert, da f�ur einenDraht die Bedingung s� d immer erf�ullt ist. So kann jeder Punkt auf der Ober�ahedes Drahtes ~r durh die Parameter x und ' beshrieben werden:~r = ~a+ d2 (~n1 os'+ ~n2 sin') + ~n3x: (A.14)Das Integral aus (6.8) l�asst sih mit diesen Parametern umshreiben zuZ d3r0%(~r 0)! �d2 2�Z0 d' sZ0 dx: (A.15)� ist die Ober�ahenladungsdihte die auf dem kompletten Draht als konstant an-genommen ist. Daher kann sie vor das Integral gezogen werden.Setzt man dies in (6.10) ein, erh�alt man das Monopolmoment des Drahtes q:q = �d2 2�Z0 d' sZ0 dx = �ds�: (A.16)Einsetzen in (6.12) liefert das Dipolmoment~d = �d2 2�Z0 d' sZ0 dx�~a+ d2 (~n1 os'+ ~n2 sin') + ~n3x�= �ds��~a+ 12s~n1�= 12 �~a+~b� q: (A.17)
Die Berehnung des Quadrupoltensors erfolgt wieder termweise:Qij = �d2 �3Q1ij � ÆijQ2ij� : (A.18)71



A Vollst�andige BerehnungenF�ur die beiden Terme gilt:

Q1ij = 2�Z0 d' sZ0 dx rirj= 2�Z0 d' sZ0 dx aiaj + x(ain3j + ajn3i) + x2n3in3j+�d2(ain1j + ajn1i) + d24 x(n1jn3i + n1in3j)� os'+�d2(ain2j + ajn2i) + d24 x(n2in3j + n2jn3i)� sin'+ d24 (n1in2j + n1jn2i) sin' os'+ d24 �n1in1j os2 '+ n2in2j sin2 '�!= 2� sZ0 dx�aiaj + x(ain3j + ajn3i) + x2n3in3j + d28 (n1in1j + n2in2j)�= 2�s�aiaj + 12s(ain3j + ajn3i) + 13s2n3in3j + d28 (n1in1j + n2in2j)�= 2�s�aiaj + 12(aisj + ajsi) + 13sisj + d28 (n1in1j + n2in2j)� (A.19)72



A.1 Multipolmomente
Q2ij = 2�Z0 d' sZ0 dx r2= 2�Z0 d' sZ0 dx�~a+ d2 (~n1 os'+ ~n2 sin') + ~n3x�2= 2�Z0 d' sZ0 dx�a2 + 2x~a � ~n3 + x2 n23|{z}=1+ d(~a � ~n1 + x~n1 � ~n3| {z }=0 ) os'+ d(~a � ~n2 + x~n2 � ~n3| {z }=0 ) sin'+ d22 ~n1 � ~n2| {z }=0 sin' os'+ d24 (~n21 os2 '+ ~n22 sin2 ')| {z }=1 �= 2�Z0 d' sZ0 dx�a2 + 2x~a � ~n3 + x2 + d~a � ~n1 os'+ d~a � ~n2 sin'+ d24 �= 2� sZ0 dx�a2 + 2x~a � ~n3 + x2 + d24 �= 2�s�a2 + s~a � ~n3 + 13s2 + d24 �= 2�s�a2 + ~a � ~s+ 13s2 + d24 � :

(A.20)

Insgesamt gilt f�ur das Quadrupolmoment eines DrahtesQij = 6�s�aiaj + 12(aisj + ajsi) + 13sisj + d28 Aij�� 2�s�a2 + ~a � ~s+ 13s2 + d24 � Æij : (A.21)
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A Vollst�andige BerehnungenDabei wurde die folgende Abk�urzung benutztAij = n1in1j + n2in2j (A.22)A11 = sin2 's + os2 #s os2 's (A.23)A22 = os2 's + os2 #s sin2 's (A.24)A33 = sin2 #s (A.25)A12 = � sin's os's + os2 #s os's sin's = � sin2 #s os's sin's (A.26)A13 = � os#s sin#s os's (A.27)A23 = � os#s sin#s sin's (A.28)
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B AnleitungenB.1 Anleitung zu den Eld4-ProgrammenElmain4Elmain4 ist ein Kommandozeilenprogramm, mit dem man zu einer Elektrodengeo-metrie die Ladungsdihten bestimmen kann. Die Elektroden m�ussen in der EDF-Datei vorliegen und die Ladungsdihten werden in Form einer CDF-Datei ausgege-ben. Die Syntax f�ur den Programmaufruf istelmain4 [Optionen℄ <EDF-Datei>.Dabei werden die folgenden Optionen erkannt:- -nr=N Setze den Parameter nr auf N-z N , - -nz=N Setze den Parameter nz auf N-p N , - -nphi=N Setze den Parameter n' auf N-r N , - -range=N Setze Rn auf N-s N , - -steps=N Setze den Anfangswert f�ur steps auf N-v, - -version Gebe die aktuelle Programmversion aus-h, - -help Gebe einen kurzen Hilfstext aus.Die CDF-Datei erh�alt denselben Dateinamen wie die EDF-Datei, lediglih dieDateiendung wird in .df umgewandelt.Elhek4Elhek4 ist ebenfalls ein Kommandozeilenprogramm. Es dient dazu aus einer CDF-Datei elektrishe Potentiale zu bestimmen. Die Syntax lautet:elhek4 <CDF-Datei> <Koordinaten-Datei>Die Koordinaten-Datei ist eine ASCII-Datei, in der zeilenweise Koordinaten auf-gef�uhrt sind, an denen das Potential bestimmt werden soll. Die Potentiale werdendann auf der Standardausgabe ausgeben.EldlightEldlight ist sehr �ahnlih wie Elmain4. Die Bedienung ist allerdings wesentlih ein-faher geworden, da keine Paramter mehr angeben werden m�ussen. Die Syntax istdaher reduziert aufeldlight <EDF-Datei>.
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C Header-Dateienbox.h/* $Id: box.h 289 2007-12-25 09:53:59Z s voe01 $ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author: s voe01 $* $Date: 2007-12-25 10:53:59 +0100 (Di, 25 Dez 2007) $*/#ifndef BOX H#define BOX Htypedef strut Box Box;typedef strut BoxElement BoxElement;#inlude "eletrode.h"#inlude "list.h"strut BoxElementf Eletrode* eletrode;double monopol;double dipol[3℄;#ifndef NO QUADRUPOLdouble quadrupol[5℄;#endif#ifndef NO OCTOPOLEdouble otopole[10℄;#endifg;strut Boxf int num; 77



C Header-Dateienint group;onst double* matrix;BoxElement* elements;double enter[3℄;double monopol;double dipol[3℄;#ifndef NO QUADRUPOLdouble quadrupol[5℄;#endif#ifndef NO OCTOPOLEdouble otopole[10℄;#endifg;Box* box new(double* enter, int group, onst double* matrix,List* eletrodes);void box free(Box* box);double box potential(onst Box* box, double* x);void box update multipoles(Box* box);#endif /*BOX H */Mit den Maros NO QUADRUPOL und NO OCTOPOLE k�onnen w�ahrend derKompilierung die verwendeten Multiordnungen gesteuert werden. Allerdings ist zubeahten das die Oktopol-Ordnung bisher nur f�ur rehtekige Elemente implemen-tiert ist. Als Vorgabe sind Oktopole deaktiviert.df.h/* $Id$ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author$* $Date$*/#ifndef CDF H#define CDF H#inlude "eletrode.h"enum CDFMode f78



MODE READ,MODE WRITEg;typedef strut CDF CDF;CDF* df new(onst har* filename, enum CDFMode mode);void df lose(CDF* df);void df add eletrode(CDF* df, onst Eletrode* eletrode);unsigned long df get eletrodes(CDF* df, Eletrode*** eletrodes);#endif /*CDF H */edf.h/* $Id: edf.h 289 2007-12-25 09:53:59Z s voe01 $ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author: s voe01 $* $Date: 2007-12-25 10:53:59 +0100 (Di, 25 Dez 2007) $*/#ifndef EDF H#define EDF H#inlude "eletrode.h"long edf read(onst har* filename, Eletrode*** eletrodes,unsigned short* nrot);#endifeld4.h/* $Id: eld4.h 272 2007-08-22 13:46:58Z s voe01 $ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges: 79



C Header-Dateien* $Author: s voe01 $* $Date: 2007-08-22 15:46:58 +0200 (Mi, 22 Aug 2007) $*//*! ��le* �brief Main module of eld4** This modules ontains the funtion to use eld4 from external ode.*/#ifndef ELCD4 H#define ELCD4 H/*! �brief Opaque type ontaining the status of the alulation** Use this type to do alulations with Eld4. All members of this strut are* private. Any aess should be performed with the following funtions.*/typedef strut Eld Eld;/*! �brief Create a new Eld objet** Return an empty Eld objet. You have to free it with eld free.* �param nr Number of grid boxes in r diretion* �param nphi Number of grid boxes in phi diretion* �param nz Number of grid boxes in z diretion*/Eld* eld new(int nr, int nphi, int nz);/*! �brief Create a new Eld objet from a CDF** Return an Eld objet ontaining the harge densities from a CDF. You have* to free it with eld free.* �param �lename CDF whih should be read*/Eld* eld new from df(onst har* filename);/*! �brief Destroy an Eld objet** Free an Eld objet and all the memory alloated to it.* �param eld A valid Eld objet*/void eld free(Eld* eld);/*! �brief Set near range*80



* Set the distane within eletrodes are onsidered as "near".* �param eld A valid Eld objet* �param near The near range*/void eld set near(Eld* eld, double near);/*! �brief Control geometry mirroring** Control whether the geometry should be mirrored or not. And set the* mirroring plane.* �param eld A valid Eld objet* �param mirror 1 to enable, 0 to disable mirroring* �param zmirror Z oordinate of the mirroring plane whih will be used*/void eld set mirror(Eld* eld, int mirror, double zmirror);/*! �brief Read the geometry from an EDF** Read the eletrodes from an EDF. Existing eletrodes will be replaed. The* near zones are automatially alulated with the urrent near range.* �param eld A valid Eld objet* �param �lename Name of the EDF whih should be read*/long eld read edf(Eld* eld, onst har* filename);/*! �brief Write harge densities into an CDF** Write eletrode data inluding the alulated harge densities into an* binary CDF.* �param eld A valid Eld objet* �param �lename Name of the CDF whih should be written*/void eld write df(Eld* eld, onst har* filename);void eld write sigmas(Eld* eld, onst har* filename);/*! �brief Initialise the iteration** Initialise the iteration and set the number of Gauss Seidel steps.* �param eld A valid Eld objet* �param steps Number of Gauss Seidel steps*/void eld iteration start(Eld* eld, int steps);/*! �brief Perform one iteration step** Perform exatly one iteration step and return the urrent onvergene. Use* this funtion to monitor the progress of the iteration 81



C Header-Dateien* �param eld A valid Eld objet*/double eld iteration step(Eld* eld);/*! �brief Iterate to a spei� onvergene** Iterate until the given onvergene is reahed* �param eld A valid Eld objet* �param onvergene Desired onvergene*/void eld iteration(Eld* eld, double onvergene);/*! �brief Get the potential at a point** Return the eletri potential at a given point.* �param eld A valid Eld objet* �param x Vetor of the point for whih the potential is needed*/double eld potential(Eld* eld, onst double* x);double eld get last fator(Eld* eld);#endifDie mit /*! eingeleiteten Kommentare sind sogenannte Doxygen-Kommentare.Aus ihnen kann mithilfe des Programms Doxygen eine vollst�andige Dokumentationder Programmiershnittstelle (API) von Eld4 im HTML-Format generiert werden.eld4mm.h/* $Id: eld4mm.h 249 2007-08-15 10:08:34Z s voe01 $ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author: s voe01 $* $Date: 2007-08-15 12:08:34 +0200 (Mi, 15 Aug 2007) $*/#ifndef ELCD4MM H#define ELCD4MM H#inlude <string>namespae C f82



typedef strut Eld Eld;glass Eldf publi:Eld(int nr, int nphi, int nz);Eld(onst std::string& filename);�Eld();void set near(int near);long read edf(onst std::string& filename);void write df(onst std::string& filename);void write sigmas(onst std::string& filename);void iteration start(int steps);double iteration step();void iteration(double onvergene);double potential(onst double* x);double get last fator();private:C::Eld* m eld;g;#endif /*ELCD4MM H */eletrode.h/* $Id$ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author$* $Date$*/#ifndef ELECTRODE H#define ELECTRODE H 83



C Header-Dateientypedef strut Eletrode Eletrode;#inlude "box.h"#inlude "maros.h"#inlude <stdlib.h>enum Type fTYPE RECT = 1,TYPE WIRE,TYPE CONE,TYPE UNKNOWNg;strut EletrodeData fenum Type type;unsigned short nrot;double p[MAX TOKEN - 2℄;unsigned long sale;double power;g;strut Ret fdouble p[3℄;double n1[3℄;double n2[3℄;double a;double b;g;strut Wire fdouble a[3℄;double b[3℄;double d;g;strut NearElement fEletrode *element;double oeff;g;strut Eletrode fenum Type type;84



double U;double sigma;strut NearElement *near;size t near num;double self;union fstrut Ret ret;strut Wire wire;g geo;g;Eletrode *eletrode new(strut EletrodeData* data, unsigned short rot);void eletrode free(Eletrode* eletrode);void eletrode enter(onst Eletrode* eletrode, double *ve);void eletrode rotate(Eletrode* ele, double angle);void eletrode mirror(Eletrode* ele, double zmirror);void eletrode add near box(Eletrode* eletrode, onst Box* box, int start,onst double* matrix, int mirror, double zmirror);double eletrode monopol(onst Eletrode* eletrode);void eletrode dipol(onst Eletrode* eletrode, double *, double *d);#ifndef NO QUADRUPOLvoid eletrode quadrupol(onst Eletrode* eletrode, double *, double *Q);#endif#ifndef NO OCTOPOLEvoid eletrode otopole(onst Eletrode* eletrode, double* , double* A);#endifdouble eletrode potential(onst Eletrode* eletrode, double *r);double eletrode gauss seidel(onst Eletrode* eletrode);#endif /*ELECTRODE H*/grid.h/* $Id: grid.h 266 2007-08-22 08:21:21Z s voe01 $ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author: s voe01 $* $Date: 2007-08-22 10:21:21 +0200 (Mi, 22 Aug 2007) $*/
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C Header-Dateien#ifndef GRID H#define GRID H#inlude "box.h"typedef strut Gridf int nrot;int ngroup;int nr;int nphi;int nz;double zmin;double zmax;double rmin;double rmax;Box** boxes;int near r;int near phi;int near z;double near range;double* rotations;int mirror;double zmirror;g Grid;Grid* grid new(int nrot, int nr, int nphi, int nz);void grid free(Grid* system);void grid set group(Grid* grid, int group);void grid set eletrodes(Grid* system, unsigned long n,Eletrode** eletrodes);void grid set near(Grid* grid, int r, int phi, int z);void grid set near range(Grid* grid, double near);double grid multipole potential(onst Grid* grid, Eletrode* eletrode);void grid update box multipoles(onst Grid* grid);#endif /*GRID H */linalg.h/* $Id$ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>86



** Last hanges:* $Author$* $Date$*/#ifndef LINALG H#define LINALG Htypedef double Vetor[3℄;typedef double Matrix[9℄;#ifndef NO QUADRUPOLtypedef double Quadrupole[5℄;#endif#ifndef NO OCTOPOLEtypedef double Otopole[10℄;#endifint fuzzy equal(double a, double b);void vetor lear(Vetor a);void vetor opy(onst Vetor a, Vetor b);int vetor is null(onst Vetor a);int vetor equal(onst Vetor a, onst Vetor b);int vetor equal exat(onst Vetor a, onst Vetor b);void vetor add(onst Vetor a, onst Vetor b, Vetor );void vetor iadd(Vetor a, onst Vetor b);void vetor sub(onst Vetor a, onst Vetor b, Vetor );void vetor mul(onst Vetor a, double b, Vetor );double vetor dot(onst Vetor a, onst Vetor b);void vetor ross(onst Vetor a, onst Vetor b, Vetor );double vetor squared(onst Vetor a);double vetor abs(onst Vetor a);double vetor r(onst Vetor a);double vetor theta(onst Vetor a);double vetor phi(onst Vetor a);void vetor norm(onst Vetor a, Vetor b);void vetor spheri(double r, double theta, double phi, Vetor a);void vetor polar(double r, double phi, double z, Vetor a);void vetor print(onst Vetor a);double vetor angle(onst Vetor a, onst Vetor b);void vetor mirror(onst Vetor a, double zmirror, double* b);void vetor imirror(Vetor a, double zmirror);
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C Header-Dateienvoid matrix lear(Matrix a);void matrix opy(onst Matrix a, Matrix b);void matrix identity(Matrix a);int matrix equal(onst Matrix a, onst Matrix b);int matrix equal exat(onst Matrix a, onst Matrix b);void matrix add(onst Matrix a, onst Matrix b, Matrix );void matrix sub(onst Matrix a, onst Matrix b, Matrix );void matrix mul(onst Matrix a, onst Matrix b, Matrix );void matrix mul ve(onst Matrix a, onst Vetor b, Vetor );void matrix rotation x(Matrix a, double phi);void matrix rotation y(Matrix a, double phi);void matrix rotation z(Matrix a, double phi);void matrix rotation zy(Matrix a, double phi1, double phi2);void matrix transpose(onst Matrix a, Matrix b);#ifndef NO QUADRUPOLvoid quadrupol lear(Quadrupole q);void quadrupol mul(onst Quadrupole q, double a, Quadrupole b);void quadrupol mul ve(onst Quadrupole q, onst Vetor a, Vetor b);void quadrupol iadd(Quadrupole q, onst Quadrupole a);#endif#ifndef NO OCTOPOLEvoid otopole lear(Otopole q);double otopole get(onst Otopole q, int i, int j, int k);void otopole mul(onst Otopole q, double a, Otopole b);void otopole mul ve(onst Otopole q, onst Vetor a, Matrix b);void otopole iadd(Otopole q, onst Otopole a);#endif#endif /*LINALG H*/list.h/* $Id$ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author$* $Date$*/
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#ifndef ARRAY H#define ARRAY Htypedef strut List List;strut Listfvoid* data;List* next;g;List* list append(List* list, void* data);List* list prepend(List* list, void* data);List* list append list(List* list, List* list2);List* list prepend list(List* list, List* list2);List* list remove(List* list, List* node);void* list index(List* list, int index);List* list remove index(List* list, int index);List* list find(List* list, void* data);int list ount(List* list);void list free(List* list, int free data);void** list to array(List* list);#endif /*ARRAY H */maros.h/* $Id: maros.h 289 2007-12-25 09:53:59Z s voe01 $ *//** Written by Sebastian Voeking <sebastian.voeking�uni-muenster.de>** Last hanges:* $Author: s voe01 $* $Date: 2007-12-25 10:53:59 +0100 (Di, 25 Dez 2007) $*/#ifndef MACROS H#define MACROS H#inlude <stdio.h>#inlude <stdlib.h>#define MAX TOKEN 14#define TRUE 1 89



C Header-Dateien#define FALSE 0#define PI 3.14159265358979323846#define EPS0 8.854187817e-12#endif /*MACROS H */
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D TestergebnisseRehenzeit [s℄nz Rn Konstruktion Iteration Gesamt RAM [MB℄ rel. Abweihung20 25,00 14,83 7,26 22,09 19,0 3; 32 � 10�720 20,00 12,45 11,31 23,76 16,4 1; 10 � 10�620 15,00 9,82 30,28 40,10 13,5 4; 31 � 10�640 20,00 12,94 12,61 25,55 16,9 1; 85 � 10�740 15,00 10,37 20,39 30,76 14,1 7; 58 � 10�740 12,50 8,95 81,83 90,78 12,5 1; 70 � 10�660 20,00 13,16 16,91 30,07 17,1 8; 01 � 10�860 16,67 11,47 21,66 33,13 15,3 1; 92 � 10�760 13,33 9,67 39,06 48,73 13,3 5; 25 � 10�760 11,67 8,68 100,16 108,84 12,1 8; 94 � 10�780 20,00 13,27 21,85 35,12 17,3 3; 75 � 10�880 17,50 12,06 24,41 36,47 15,9 6; 65 � 10�880 15,00 10,70 31,91 42,61 14,4 1; 43 � 10�780 12,50 9,31 52,19 61,50 12,8 3; 09 � 10�780 11,25 8,57 104,66 113,23 12,0 5; 21 � 10�7100 20,00 13,40 25,31 38,71 17,3 2; 28 � 10�8100 18,00 12,40 28,35 40,75 16,2 3; 53 � 10�8100 16,00 11,34 33,11 44,45 15,1 7; 20 � 10�8100 14,00 10,24 40,94 51,18 13,9 1; 31 � 10�7100 12,00 9,12 64,20 73,32 12,6 2; 69 � 10�7100 11,00 8,51 102,07 110,58 12,0 3; 72 � 10�7Tabelle D.1: Einuss des Parameters Rn f�ur die einfahe Testgeometrie mit sale =1000
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D Testergebnisse Rehenzeit [s℄nz Rn Konstruktion Iteration Gesamt RAM [MB℄ rel. Abweihung20 25,00 60,37 23,20 83,57 69,7 4; 07 � 10�720 20,00 49,80 41,96 91,76 59,1 1; 16 � 10�640 20,00 51,86 35,21 87,07 61,3 2; 20 � 10�740 15,00 41,51 106,78 148,29 49,8 8; 16 � 10�760 20,00 52,89 45,27 98,16 62,0 8; 00 � 10�860 16,67 46,01 65,21 111,22 54,6 1; 88 � 10�760 13,33 38,83 218,80 257,63 46,5 5; 25 � 10�780 20,00 53,06 54,93 107,99 62,5 4; 52 � 10�880 17,50 48,23 65,50 113,73 56,9 7; 71 � 10�880 15,00 42,96 95,95 138,91 51,1 1; 60 � 10�780 12,50 37,36 319,46 356,82 44,9 3; 56 � 10�7100 20,00 53,43 61,86 115,29 62,8 2; 43 � 10�8100 18,00 49,48 71,90 121,38 58,4 3; 50 � 10�8100 16,00 45,18 89,06 134,24 53,8 6; 54 � 10�8100 14,00 40,97 128,72 169,69 48,9 1; 24 � 10�7100 12,00 36,22 346,44 382,66 43,8 2; 43 � 10�7Tabelle D.2: Einuss des Parameters Rn f�ur die einfahe Testgeometrie mit sale =2000 Rehenzeit [s℄nz Rn Konstruktion Iteration Gesamt RAM [MB℄ rel. Abweihung20 25,00 133,65 47,21 180,86 153,5 9; 49 � 10�720 20,00 112,65 100,94 213,59 129,9 1; 71 � 10�640 20,00 117,08 70,76 187,84 134,7 7; 53 � 10�740 15,00 93,79 461,23 555,02 108,8 1; 34 � 10�660 20,00 118,27 83,95 202,22 136,4 6; 49 � 10�760 16,67 103,24 133,05 236,29 119,7 7; 33 � 10�760 15,00 95,24 222,60 317,84 110,8 8; 37 � 10�780 20,00 119,31 98,60 217,91 137,3 6; 18 � 10�780 17,50 107,87 124,62 232,49 124,9 6; 45 � 10�780 15,00 96,13 203,63 299,76 111,7 7; 04 � 10�780 13,75 89,83 384,55 474,38 104,9 7; 78 � 10�7100 20,00 119,32 110,27 229,59 137,9 6; 07 � 10�7100 18,00 110,48 126,45 236,93 128,0 6; 19 � 10�7100 16,00 101,25 168,54 269,79 117,7 6; 39 � 10�7100 14,00 91,56 284,63 376,19 106,9 6; 86 � 10�7100 13,00 86,48 486,23 572,71 101,3 7; 26 � 10�7Tabelle D.3: Einuss des Parameters Rn f�ur die einfahe Testgeometrie mit sale =300092



Rehenzeit [s℄nz Rn Konstruktion Iteration Gesamt RAM [MB℄ rel. Abweihung20 25,00 237,64 80,79 318,43 270,6 4; 19 � 10�720 20,00 200,08 202,27 402,35 228,7 1; 24 � 10�640 20,00 207,51 114,81 322,32 237,3 2; 30 � 10�740 17,50 187,14 173,26 360,40 214,9 4; 35 � 10�760 20,00 209,93 133,30 343,23 240,3 9; 46 � 10�860 16,67 183,78 230,04 413,82 210,5 2; 12 � 10�760 15,00 168,73 460,84 629,57 194,6 3; 42 � 10�780 20,00 211,15 155,19 366,34 241,9 4; 66 � 10�880 17,50 191,27 198,06 389,33 219,7 8; 58 � 10�880 15,00 170,47 379,55 550,02 196,4 1; 68 � 10�780 13,75 159,31 1093,32 1252,63 184,1 2; 45 � 10�7100 20,00 211,99 174,66 386,65 242,8 2; 83 � 10�8100 18,00 196,44 203,09 399,53 225,3 4; 52 � 10�8100 16,00 182,30 276,81 459,11 206,9 7; 34 � 10�8100 14,00 162,58 583,60 746,18 187,6 1; 27 � 10�7100 13,00 153,67 1571,61 1725,28 177,7 1; 78 � 10�7Tabelle D.4: Einuss des Parameters Rn f�ur die einfahe Testgeometrie mit sale =4000
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D Testergebnisse
Rehenzeit [s℄n' nr Rn [m℄ Konstr. Iteration Gesamt RAM [MB℄ rel. Abweihung-10 30 10,00 174,44 79,16 253,60 3,1 8; 75 � 10�6-10 30 9,00 170,40 64,49 234,89 3,2 1; 33 � 10�5-10 30 8,00 163,77 122,68 286,45 3,2 2; 11 � 10�5-10 30 7,00 158,99 591,10 750,09 3,1 9; 09 � 10�5-20 30 10,00 172,68 39,73 212,41 3,1 1; 96 � 10�5-20 30 9,00 168,75 34,23 202,98 3,1 5; 13 � 10�5-20 30 8,00 162,78 62,54 225,32 3,0 7; 77 � 10�5-20 30 7,00 158,23 274,24 432,47 3,0 1; 87 � 10�4-30 30 10,00 172,28 26,60 198,88 3,0 4; 19 � 10�5-30 30 9,00 168,37 23,09 191,46 3,0 1; 05 � 10�4-30 30 8,00 162,53 41,12 203,65 3,0 1; 71 � 10�4-30 30 7,00 158,31 189,14 347,45 2,9 3; 64 � 10�4-40 30 80,00 365,50 10,12 375,62 3,2 3; 34 � 10�6-40 30 10,00 172,49 20,54 193,03 3,1 7; 21 � 10�5-40 30 9,00 168,43 16,33 184,76 3,0 2; 14 � 10�4-40 30 8,00 162,17 36,88 199,05 3,1 3; 12 � 10�4-40 30 7,00 158,23 149,75 307,98 3,0 5; 75 � 10�4-40 60 80,00 366,33 15,14 381,47 3,4 3; 34 � 10�6-40 60 10,00 172,61 30,46 203,07 3,1 1; 02 � 10�4-40 60 9,00 168,59 23,54 192,13 3,2 3; 43 � 10�4-40 60 8,00 162,89 46,77 209,66 3,1 5; 21 � 10�4-40 60 7,00 158,50 215,02 373,52 3,1 5; 90 � 10�4-40 100 80,00 375,15 20,63 395,78 3,6 3; 34 � 10�6-40 100 10,00 173,87 39,26 213,13 3,3 1; 27 � 10�4-40 100 9,00 169,72 30,71 200,43 3,2 1; 43 � 10�4-40 100 8,00 163,64 61,88 225,52 3,2 3; 80 � 10�4-40 100 7,00 159,05 260,21 419,26 3,1 6; 16 � 10�4Tabelle D.5: Testrehnung mit Eld4 f�ur ein leeres Hauptspektrometer
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